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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arb eit ist die in [GL96] vorgestellte und in [BCKS98] sowie
[Stu95] und [MS04] weiterentwickelte Degenerationvon partiellen Fahnenvariet •aten
zu Torischen Variet•aten. Wesentliche Strukturmerkmale dieserDegenerationlassen
sich anhand der Degeneration der Grassmannschen als Prototyp einer partiellen
Fahnenvariet•at darstellen, auf die hier eingegangenwird.

Die Arb eit gliedert sich in drei Teile. Gegenstanddesersten Teils ist die Einf •uh-
rung der Grassmannschen, die als Algebraische Variet•at die Mengealler Unterr •aume
einer festenDimension in einemvorgegebenenendlichdimensionalenVektorraum pa-
rametrisiert. Die Ergebnissehierzu geh•orenzum klassischen Repertoire der Algebrai-
schen Geometrie und wurden bereits ausf•uhrlich in [HP53] hergeleitet und seitdem
von verschiedenenAutoren aufgegri�en und in moderne Terminologie •ubertragen.
Als Referenzendienen hier im Wesentlichen [GH78], [Har92] und [EH99]. Es wird
in 1.1 zun•achst eine Herleitung diesesGegenstandesaus m•oglichst elementaren Be-
gri�en der linearen, bzw. multilinearen, Algebra angegeben und in 1.2 eine •Ubert-
ragung aus der multilinearen Algebra in die Sprache der Algebraischen Geometrie
vorgestellt. Nicht ber•ucksichtigt wird hier die Sichtweiseder klassischen Topologie
oder der Di�eren tialgeometrie.

Bei Torischen Varietäten handelt essich um eine Klassevon Algebraischen Va-
riet •aten, derengeometrische Struktur sich vollst•andig auf Begri�e der konvexenGeo-
metrie abbilden l•a�t. Die klassischen Referenzenhierzu sind [Oda88] und [Ful93].
Ausgehend von einer naheliegendenalgebraischen Vereinfachung der Grassmann-
schen (2.1) wird im zweiten Teil eine Beschreibung der von [GL96] angegebenen
Torischen Variet•at aus der kombinatorischen Algebra heraus entwickelt. Die Be-
schreibung der algebraischen Struktur mit Hilfe der Ordnungstheorie,die in 2.3 aus-
gef•uhrt und in 2.5 entsprechend der Theorie Torischer Variet•aten in Begri�en der
konvexenGeometrie interpretiert wird, ist im Kern eineAusf•uhrung der Bemerkung
11.11in [Stu95].

Um die Degenerationder Grassmannschen in 3.4 im Sinneder Deformationstheo-
rie zu pr•azisieren,wird im dritten Teil gezeigt,dassdie in 2.4 angegebenenBinome,
die eineminimale ErzeugermengedesIdeals der Torischen Variet•at ausdem zweiten
Teil bilden, sich als "Initialp olynome" von Erzeugerndes Plücker-Ideals der Grass-
mannschen herausstellen,wobei hier unter einemInitialp olynom eineVerallgemeine-
rung desausder Theorie der Gr•obner-Basenbekannten Initialterms zu verstehenist.
Dazu wird in 3.1 zun•achst eine Herleitung der klassischen Plücker-Relationen vor-
gestellt, die sich an den Darstellungen aus [GH78] und [Har92] orientiert, und die in
3.2 als Grundlage f•ur die Konstruktion einer Gr•obner-BasisdesPl •ucker-Idealsdient.
Wie in 3.3kurz angerissenwird, sind entsprechendeAussagen•uber dasPl•ucker-Ideal
bereits ausBegri�en der Darstellungstheorieherausentwickelt worden, w•ahrend die
hier ausgef•uhrte explizite Berechnung eine genaueEingrenzung der zul•assigenCha-
rakteristik deszugrundeliegendenK •orpers erm•oglicht.
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Allgemeine Voraussetzungen und Notation

Soweit nicht abweichend de�niert, bezeichnen stets n und k zwei nat •urliche Zahlen
mit 0 < k < n und K einen algebraisch abgeschlossenenK •orper von Charakteris-
tik char K = 0 oder char K > k. Da, abgesehenvon Beispielen,grunds•atzlich dieser
K•orper zugrundegelegtwird, wird die Indizierung durch K zur Abk •urzung der No-
tation oft ausgelassenund implizit vorausgesetzt.

Sofernausdem Kontext herausklar ist, was jeweils gemeint ist, wird zur Abk •ur-
zung gelegentlich eine Mengeder Form {1, . . . , n} mit der Zahl n notiert. Beispiels-
weisewird mit

� n
k

�
sowohl die Zahl

�
n

k

�
=

n!
k!(n− k)!

,

als auch die Menge �
n

k

�
= {σ ⊂ {1, . . . , n} : |σ| = k}

bezeichnet. Um Bezugauf die Elemente von σ ∈
� n
k

�
in ihrer Anordnung zu nehmen,

wird σ = {σ1, . . . , σk} mit 1 ≤ σ1 < . . . < σk ≤ n kurz mit σ = {σ1 < . . . < σk}
notiert.

Weitere Bezeichnungen

�
Halbgruppe der nat•urliche Zahlen 0,1,2, . . .�
Gruppe der ganzenZahlen

K∗ multiplik ative Gruppe K \ {0}
V ∨ Dualraum zu einem K-Vektorraum V
V ⊥ Annulator einesK-Vektorraums V
EmV Mengeder Epimorphismen V � Km (S.6)
Ek×n Mengeder (k × n)-Matrizen vom Rank k •uber K (S.10)Vm V m-faches •au�eres Produkt •uber V (S.8)
Symm V m-fachessymmetrischesProdukt •uber V (S.47)
GLm Allgemeine Lineare Gruppe •uber Km

SS Permutationsgruppe •uber einer MengeS
K[S] Halbgruppenalgebra•uber einer Halbgruppe S
K[x] Polynomring •uber einem endlichen Variablensystemx� m m-dimensionalera�ner Raum •uber K� m m-dimensionalerprojektiv er Raum •uber K� m m-dimensionalerTorus •uber K
[x1 : . . . : xm] homegeneKoordinaten K∗(x1, . . . , xm)
I(P ) Verband der Ordnungsideale•uber einer Ordnung P (S.28)
e(P ) lineare Erweiterungen einer partiellen Ordnung P (S.31)
x⊥ y Unvergleichbarkeitsrelation in einer partiellen Ordnung

Im •Ubrigen orientiert sich die Notation an der Standard-Literatur (insbes. [Har77],
[Ful93], sowie [FH91]).
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1 Die Grassmannsche und der projektive Raum

1.1 Epimorphismen unter Gruppenwirkung

Es seiV ein n-dimensionalerK-Vektorraum und 0< k < n. Die Grassmannsche ist
die Menge

G(k, V ) : = {L ≤ V : dimK L = k} (1.1.1)

aller k-dimensionalenUnterr •aume von V . DieseMenge soll in diesemAbschnitt in
elementaren Begri�en der Linearen Algebra mit einer Struktur versehenund mit
dem Konzept desprojektiv en Raumesin Beziehung gesetztwerden.

Zur Festlegungder Notation werden zun•achst kurz die hier wesentlichen Eigen-
schaften einer Gruppenwirkung1 zusammengefasst,

1.1.2 Definition+Proposition
Es sei G eine Gruppe mit neutralem Element 1. Eine Wirkung von G auf einer Menge
X (G-Wirkung) ist eine Abbildung

G×X // X , (g, x) 7−→ g . x,

mit den Eigenschaften 1 . x = x für alle x ∈ X und g . (h . x) = gh . x für alle g, h ∈ G
und alle x ∈ X. Die G-Wirkungen auf X entsprechen in natürlicher Weise den Grup-
penhomomorphismen von G in die Permutationsgruppe von X, wobei insbesondere
x −→ g . x für g ∈ G jeweils eine Permutation von X bildet.

(i) Ein G-Morphismus zwischen zwei G-Wirkungen aufX und Y ist eine G-invariante
Funktion f : X −→ Y , d.h. eine Funktion, die f (g . x) = g . f (x) für alle g ∈ G
und alle x ∈ X erfüllt. Ein bijektiver G-Morphismus heißt G-Isomorphismus.

(ii) Ist H eine Untergruppe von G, so wirkt G auf den Nebenklassen G/H mit
g . hH = ghH für g, h ∈ G.

(iii) Eine Teilmenge Y ⊂ X heißt invariant unter der Wirkung von G, wenn g . y ∈ Y
für alle y ∈ Y . In diesem Fall wird eine G-Wirkung auf Y induziert.

(iv) Für x ∈ X heißt die invariante Teilmenge G(x) := {g . x : g ∈ G} ⊂ X der
Orbit von x. Die Orbits bilden eine Zerlegung von X in Äquivalenzklassen,
deren Restklassenmenge als Quotient X/G bezeichnet wird. Gibt es nur einen
Orbit, so heißt die Wirkung transitiv.

(v) Für x ∈ X heißt die Untergruppe Gx := {g ∈ G: g . x = x} die Isotropiegruppe
von x. Es gilt Gg . x = gGxg−1 für alle g ∈ G und alle x ∈ X. Eine G-Wirkung
heisst frei, wenn Gx = {1} für alle x ∈ X. Zu jedem x ∈ X ist die Abbildung
G/Gx −→ G(x) mit gGx 7−→ g . x ein G-Isomorphismus.

Die multiplik ative Gruppe K∗ = K \{0} wirkt auf dem Vektorraum V durch Ska-
larmultiplik ation und l•a�t dabei die Menge V \{0} invariant. Aus der induzierten
freien K∗-Wirkung auf V \{0} erh•alt man als Quotienten den projektiven Raum

�
V : =

�
V \{0}

�
/K∗,

1Eine ausführliche Behandlung findet sich z.B. in [Kaw91].
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dessenElemente K∗(v) f•ur v ∈ V \{0} mit [v] notiert werden.Man kann jedenVektor
v ∈ V als eineLinearform auf dem Dualraum V ∨ = Hom(V, K) au�assen, die genau
dann surjektiv ist, wenn v von Null verschieden ist. In diesem Fall ist der Kern
eine Hyperebene in V ∨ mit Annulator (ker v)⊥ = Kv = [v] ∪ {0} im Bidualraum
V ∨∨ = V , was die Identi�k ation

�
V = G(1, V ) = G(n− 1, V ∨) (1.1.3)

motiviert. Allgemeiner ist der Vektorraum Hom(V,Kk) f•ur 0< k < n ein linksseitiger
Modul •uber der Endomorphismen-AlgebraEnd Kk, und die Teilmenge

EkV : = {f ∈ Hom(V, Kk) : f surjektiv}

der Epimorphismen V � Kk ist unter der Wirkung der Einheitengruppe GLk in
End Kk invariant.

1.1.4 Proposition
Zu f, ϕ ∈ EkV gibt es genau dann einen Automorphismus g ∈ GLk mit ϕ = gf ,
wenn ker f = ker ϕ. Im Existenzfall ist g eindeutig bestimmt.

Beweis. Es ist klar, dassker gf = ker f f•ur g ∈ GLk gilt. Sei andererseitsker f =
ker ϕ = L. Dann erf•ullt g := ϕf

−1
die Behauptung, wobei f, ϕ : V/L −→ Kk die in-

duzierten Isomorphismenbezeichnet. Die Eindeutigkeit ist klar, da Epimorphismen
rechtsseitig k•urzbar sind: gf = ~gf impliziert g = ~g.

Die Gruppe GLk wirkt also wiederum frei auf der Menge EkV und die Identi�k ati-
on 1.1.3 l•a�t sich verallgemeinern, indem jeder Orbit GLk(f ) mit dem Unterraum
ker f ∈ G(n − k, V ) oder dessenAnnulator (ker f )⊥ ∈ G(k, V ∨) assoziiert wird.
Man erh•alt ein kommutativ es Diagramm von Bijektionen:

EkV/GLk77

wwooooooooooo ff

&&MMMMMMMMMM

G(n− k, V ) oo // G(k, V ∨)

(1.1.5)

1.1.6 Proposition
Zu f, ϕ ∈ EkV existiert immer ein Automorphismus h ∈ GLV mit ϕ = fh.

Beweis. Dies folgt daraus,dassV alsK-Vektorraum ein freier und daherprojektiv er
Modul ist: Es gibt h, h′ ∈ End V mit ϕ = fh und f = ϕh′, also f = fhh′ und
ϕ = ϕh′h, woraus,da f und ϕ Epimorphismen sind, hh′ = h′h = idV , alsoh ∈ GLV ,
folgt.

Es liegt also eine transitiv e Wirkung

GLV × EkV // EkV , h . f = fh−1,

vor, die wegender Assoziativit •at (gf )h = g(fh) mit der GLk-Wirkung kommutiert,
so dasseine transitiv e GLV -Wirkung auf dem Quotienten EkV/GLk induziert wird.

1.1.7 Proposition
Die Bijektionen 1.1.5 sind GLV -Isomorphismen, wobei GLV auf G(n − k, V ) mit

L 7−→ h(L) und auf G(k, V ∨) mit L 7−→ h−1∨(L) für h ∈ GLV operiert.

6



Beweis. Die Bijektion EkV/GLk −→ G(n− k, V ) ist wegenker fh−1 = h(ker f )
GLV -invariant, und f•ur EkV/GLk −→ G(k, V ∨) erh•alt man

(GLk)(fh−1) 7−→ (ker fh−1)⊥ = im (fh−1)∨

= im h−1∨f∨ = h−1∨(imf∨) = h−1∨�
(ker f )⊥

�
.

F•ur die Bijektion G(n− k, V ) −→ G(k, V ∨) ist zu zeigen,dassh(L)⊥ = h−1∨(L⊥)
f•ur L ∈ G(n − k, V ) gilt: ist ϕ ∈ h(L)⊥, so ist ψ := ϕh ∈ L⊥, also ϕ = ψh−1 =
h−1∨(ψ) ∈ h∨(L⊥), und ausϕ = ψh−1 ∈ h−1∨(L⊥) mit ψ ∈ L⊥ folgt ϕ ∈ h(L)⊥.

Zu bemerken ist, dassdie GLV -Wirkung auf G(k, V ∨) in 1.1.7 der GLV -Wirkung
auf G(n− k, V ) unter dem nat•urlichen Isomorphismus

GLV
∼= // GLV ∨ , h 7−→ h−1∨ = h∨−1 (1.1.8)

entspricht, so dassdie Aussagesymmetrisch f•ur V ∨ unter Identi�k ation von GLV
mit GLV ∨ gilt.

Anstatt einen Vektor 0 6= v ∈ V wie in 1.1.3 als Epimorphismus V ∨ � K
aufzufassen,kann man ihn genausogutmit dem durch c 7−→ cv gegebenen Mono-
morphismus K ↪→ V identifzieren. Allgemein erh•alt man durch •Ubergangzu dualen
Abbildungen v•ollig analogeErgebnisse,wenn man G(k, V ) mit den Bildern der Mo-
nomorphismenKk ↪→ V modulo der GLk-Wirkung ϕ 7−→ ϕg−1 assoziiert und GLV
mit ϕ 7−→ hϕ operieren l•a�t. Es ergibt sich ein zu 1.1.5 "duales" Diagramm

�
MonomorphismenKk ↪→ V

	
/GLk44

ttjjjjjjjjjjjjjj jj

**UUUUUUUUUUUUUUU

G(k, V ) oo // G(n− k, V ∨)

von GLV -Isomorphismen.

1.1.9 Bemerkung
Die Isotropiegruppen

(GLV )L = {h ∈ GLV : h(L) = L}

zu L ∈ G(k, V ) sind immer nichttriviale echte Untergruppen in GLV , die wegen
der Transitivit •at der Wirkung alle zueinander konjugiert sind, so dass zu jedem
L ∈ G(k, V ) ein Isomorphismus

G(k, V ) = (GLV )(L) ∼= GL V (GLV )/(GLV )L

existiert, der eine Beschreibung von G(k, V ) als Menge von GLV -Nebenklassenlie-
fert. Man erh•alt die Isotropiegruppe zu L ∈ G(k, V ) in der Form

(GLV )L =
�
ϕf ′ + ϕ′f : ϕ′ : Kn−k ↪→ V , f ′ : V � Kk,

imϕ′ ∩ L = 0, ker f ′ ∩ L = 0

�

f•ur ein Paar (ϕ, f ) aus der exaten Sequenz

0 // Kk
ϕ // V

f // Kn−k // 0 ,
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d.h. die Gruppenelemente entsprechen den Paaren von Monomorphismenϕ : Kk ↪→
V und Epimorphismen f : V � Kn−k mit fϕ = 0, was hier ker f = imϕ impliziert.
DieseSichtweiseergibt sich aus dem Diagramm

0 // Kk
ϕ //

��

V
f //

h
��

f ′

xxr r r r
r Kn−k

��

//

ϕ′

xxp p p p p
0

0 // Kk
ϕ // V

f // Kn−k // 0

wobei f ′ϕ ∈ GLk und fϕ′ ∈ GLn−k, sowie h = ϕf ′ + ϕ′f ∈ GLV .

1.1.10 Beispiel
Es seiV = Kn mit der Standardbasis(e1, . . . , en) versehen.Die Isotropiegruppe von
L0 = span {e1, . . . , ek} ∈ G(k,Kn) ist die Untergruppe

(GLn)L0 =

(  
A C

0 B

!

: A ∈ GLk, B ∈ GLn−k, C ∈ Kk×(n−k)

)

,

deren Elemente man i.S.v. 1.1.9 in der Form ϕf ′ + ϕ′f aus dem Repr•asentanten
(ϕ, f ) von L0 mit

ϕ =

 
Ek

0

!

∈ Kn×k und f =
�

0 En−k
�
∈ K(n−k)×n

erh•alt (wobei jeweils Em die (m ×m)-Einheitsmatrix bezeichnet), wenn man dazu
A ∈ GLk, B ∈ GLn−k und C1,2 ∈ Kk×(n−k) w•ahlt und daraus die Matrizen

f ′ =
�
A C1

�
∈ Kk×n und ϕ′ =

 
C2

B

!

∈ Kn×(n−k)

bildet. In dem unit •aren Vektorraum � n hat man zu L ∈ G(k, � n) den kanoni-
schen Komplement •arraum L⊥ ∈ G(n − k, � n), und es wirkt bereits die Gruppe
U (n) ⊂ GLn � der unit •aren Matrizen transitiv auf G(k, � n), denn man erh•alt L =
span {f1, . . . , fk} f•ur eineOrthonormalbasis (f1, . . . , fn) von � n, so dassL = F (L0)
mit F = (f1 . . . fn) ∈ U (n). Es ergibt sich

U (n)L0 =

(  
A 0

0 B

!

: A ∈ U (k), B ∈ U (n− k)

)
∼= U (k) × U (n− k),

und daraus G(k, � n) ∼= U(n) U (n)/
�
U (k) × U (n− k)

�
.

Es soll nun noch die so genannte Plücker-Einbettung der Grassmannschen in einen
projektiv en Raum de�niert werden, wobei der GLV -Isomorphismus 1.1.5 zwischen
G(k, V ∨) und EkV/GLk zugrunde gelegetwird.

1.1.11 Definition+Proposition
Es sei W ein K-Vektorraum. Eine r-fach multilineare Form

α : W × . . .×W // K
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heißt alternierend, falls α(w1, . . . , wr) = 0, sobald wi = wj für ein Paar i 6= j.
Insbesondere gilt damit bereits α(w1, . . . , wr) = 0, wenn die Menge {w1, . . . , wr}
linear abhängig ist. Die r-fach alternierenden Multilineraformen auf W bilden einen
K-Vektorraum Alt rW . Ist (ei)i=1...m eine Basis von W , so bilden die

� m
r

�
Linearfor-

men
ασ : α 7−→ α(eσ1 , . . . , eσk )

zu σ = {σ1, . . . , σr}mit 1≤ σ1 < . . . < σr ≤ m eine Basis des Dualraums
�
Alt rW

� ∨
.

Der Beweis ist elementar und �ndet sich z.B. in [Sat75]. Ist W ′ ein weiterer K-
Vektorraum und α ∈ Alt rW , so erh•alt man zu f ∈ Hom(W ′,W )

α∗f : = α ◦ (f × . . .× f ) ∈ Alt rW ′, (1.1.12)

also (α∗f )(w1, . . . , wr) = α(f (w1), . . . , f (wr)) f•ur w1, . . . , wr ∈ W ′. Damit ist eine
lineare Abbildung

Alt r f : Alt rW // Alt rW ′ , α 7−→ α∗f ,

mit der Eigenschaft
dimK imf < r ⇐⇒ Alt r f = 0. (1.1.13)

de�niert. Au�erdem ist klar, dass Alt r ein kontravarianter Funktor ist: f•ur g ∈
Hom(W,W ′′) und α ∈ Alt rW ′′ gilt (α∗g)∗f = α∗(gf ). Wie jeder kontravarian-
te Funktor, der die Kategorie der K-Vektorr •aume auf sich abbildet, bildet Alt r

Mono- auf Epimorphismen und Epi- auf Monomorphismen ab, so dass insbeson-
dere Alt rW \{0} invariant unter der Wirkung

GLW × Alt rW // Alt rW , h . α = αh−1,

ist, wodurch eine Wirkung auf dem projektiv en Raum
�

Alt rW induziert wird.

1.1.14 Theorem
Durch die Zuordnung GLk(f ) 7−→ [α∗f ] für ein α ∈ Alt k Kk mit α∗f 6= 0 ist eine
GLV -invariante Injektion

Pk,V : EkV/GLk
� � // � Alt k V

definiert.

Beweis. Nach 1.1.13 �ndet man zu f : V � Kk ein α ∈ Alt k Kk mit α∗f 6= 0,
und wegenAlt k Kk ∼= K ist der Orbit [α∗f ] unabh•angig von dieser Wahl, so dass
jedenfalls eine Abbildung EkV −→

�
Alt k V de�niert ist. Dieseist konstant auf den

GLk-Orbits, denn f•ur g ∈ GLk ist α∗(gf ) = (α∗g)∗f mit α∗g = cα ∈ Alt k Kk f•ur ein
c ∈ K∗. Die Abbildung ist also wohlde�niert und die GLV -Invarianz ist klar.

Ist nun GLk(f ) 6= GLk(f ′) f•ur f, f ′ ∈ EkV , so ist ker f ′ 6= ker f nach 1.1.4, so
dasses ein v ∈ ker f ′ mit f (v) 6= 0 gibt. Zu α ∈ Alt k Kk mit α∗f 6= 0 existieren
v1, . . . , vk ∈ Kk mit (α∗f )(v1, . . . , vk) 6= 0. Insbesondereist (x1, . . . , xk) mit xi :=
f (vi) f•ur i = 1 . . . k dann eine Basis von Kk, also f (v) = λ1x1 + . . . + λkxk mit
λi 6= 0 f•ur ein i, etwa i = 1. Es folgt α∗f (v, v2, . . . , vk) = α(f (v), x2, . . . , xk) =
λ1α(x1, . . . , xk) 6= 0, und wegen(α∗f ′)(v, v2, . . . , vk) = 0 also [α∗f ] 6= [α∗f ′].

9



Speziell ist die Pl •ucker-Einbettung 1.1.14 f•ur k = 1 die identische Abbildung auf�
V ∨, wobei E1 V = V ∨\{0} = Alt 1 V \{0}. •Ublicherweisenotiert man denDualraum

zum Vektorraum der r-fach multilinearen Formen als r-faches Tensorprodukt, d.h.
esgibt eine nat•urliche Identi�k ation

(Alt rW )∨ =
V rW

mit dem kovarianten Funktor
V r = Hom( · ,K) ◦ Alt r, wobei

V rW =
� N rW

�
/span{w1 ⊗ . . .⊗ wr : wi = wj f•ur ein Paar i 6= j} .

Die Erzeugervon
V rW werden mit w1 ∧ . . . ∧ wr bezeichnet, so dassjeweils

w1 ∧ . . . ∧ wr : α 7−→ α(w1, . . . , wr),

als Linearform auf Alt rW aufzufassenist. Damit erh•alt die Pl•ucker-Einbettung
1.1.14ihre klassische Form

Pk,V : G(k, V ) � � // � V k V , (1.1.15)

L = span{v1, . . . , vk} 7−→ [v1 ∧ . . . ∧ vk] =
V k L,

derenBild in
� V k V ausallen homogenenPunkten [ω] besteht, f •ur die v1, . . . , vk ∈ V

existieren, so dassω = v1 ∧ . . . ∧ vk.

1.1.16 Bemerkung
Es sei (e1, . . . , en) die Standardbasis von V = Kn und entsprechend EkV mit der
MengeEk×n ⊂ Kk×n aller (k×n)-Matrizen vom Rang k und GLk mit der Gruppeder
invertierbaren Matrizen in Kk×k identi�ziert. Die Identi�k ation 1.1.5bedeutet dann,
dassman jede Matrix in Ek×n mit dem von ihren Zeilen erzeugtenUnterraum im
Dualraum Kn∨ assoziiertund die Multiplik ation GLk × Ek×n −→ Ek×n alsBasiswech-
sel interpretiert. Die Festlegungauf die Basismacht die Unterscheidung zwischen Kn

und Kn∨ irrelevant, d.h. man kann den Zeilenraum einer Matrix auch als Unterraum
in Kn au�assen. Nimmt man die Determinante det ∈ Alt k Kk ∼= K als Basis,soerh•alt
man f•ur eine Matrix x ∈ Ek×n in der Notation 1.1.12 f•ur 1 ≤ σ1 < . . . < σk ≤ n
jeweils

(det∗x)(eσ1 , . . . , eσk ) = det(xeσ1 , . . . , xeσk ).

Die
� n
k

�
Koe�zien ten des Bildes von L = (ker x)⊥ = im tx ∈ G(k,Kn) bzgl. der

durch die Basis (ei)i induzierten Standardbasisvon
V k Kn sind die k-Minoren von

x, sodassdie in Koordinaten geschriebenePl •ucker-Einbettung durch die Abbildung

∧k×n : Kk×n // K(nk) ,
�
(k × n)-Matrix

�
7−→

�
k-Minoren

�
, (1.1.17)

auf Ek×n induziert wird.

1.2 Die Grassmannsche Varietät

Es soll nun die Grassmannsche 1.1.1als Variet•at im Sinneder algebraischen Geome-
trie, alsoim weiteren Sinneals Nullstellenmengevon Polynomen,dargestellt werden.
Grundlage f•ur die verwendetenBegri�e ist im Wesentlichen [Har77], und alle topo-
logischen Begri�e beziehensich auf die Zariski-Topologie.
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Es seihier wie in 1.1.16eineBasis(ei)i=1...n von V = Kn �xiert, und esbezeichne
Ek×n ⊂ Kk×n die Mengealler (k×n)-Matrizen vom Rang k •uber K. Ausgangspunkt
ist der in 1.1 beschriebeneIsomorphismus

G(k, n) : = G(k,Kn∨) oo
∼=GLn // Ek×n/GLk ,

d.h. die Elemente aus G(k, n) werden als Zeilenr•aume von Matrizen modulo Links-
Multiplik ation mit invertierbaren Matrizen aufgefasst.

Aus Sicht der algebraischen Geometrie bilden die Punkte der Menge Kk×n die
maximalen Ideale im Polynomring

K[t] : = K[ti,j : i = 1 . . . k, j = 1 . . . n],

dem Koordinatenring desa�nen Schemas
� k×n = SpecK[t]. Zu jedem Multi-Index

σ = {σ1 < . . . < σk} ∈
�
n
k

�
gibt eseine Einbettung

K[x] : = K[xi,j : i, j = 1 . . . k] � � // K[t] , xi,j 7−→ ti,σj ,

von Ringen, den Komorphismus zu der Projektion ( · )σ :
� k×n �

� k×k, die jede
Matrix x auf die (k × k)-Untermatrix xσ abbildet, die aus den durch σ indizierten
Spalten besteht. Die Determinante ist ein vom Grad k homogenesPolynom in K[x],
und f•ur σ ∈

� n
k

�
ist

detσ : = det ◦ ( · )σ ∈ K[t]

der durch σ indizierte k-Minor. Da eine (k×n)-Matrix genaudann vom Rang k ist,
wenn mindestenseiner ihrer k-Minoren nicht verschwindet, erh•alt man

Ek×n =
[

σ

D(detσ) ⊂ � k×n,

als o�ene Teilmenge,wobei wie •ublich D(f ) die o�ene Mengealler Nicht-Nullstellen
einer regul•aren Funktion f bezeichnet, d.h. D(f ) ist das a�ne Schema SpecK[t]f ,
•uber der LokalisierungK[t]f . Es ist alsoGLk = D(det) ⊂ � k×k und jeweilsD(detσ) =
( · )σ−1(GLk). Die Gruppenoperationen auf GLk sind, ebensowie die Multiplik ation
GLk ×

� k×n −→ � k×n, regul•ar, d.h. GLk wirkt als algebraische Gruppe1 auf
� k×n

und l•a�t dabei Ek×n invariant. Da die Projektion ( · )σ auf die σ-Untermatrix jeweils
ein GLk-Morphismus ist, l•a�t GLk sogardie MengenD(detσ) invariant. Man erh•alt
zu jeder der induzierten Wirkungen ein Repr•asentantensystem

D(detσ)/GLk
� � // D(detσ) , GLk(x) 7−→ πσ(x) : = x−1

σ x. (1.2.1)

Die Inklusion ist zwar zun•achst nur eine Funktion von Mengen, jedoch ist jeweils
die Projektion

πσ : D(detσ) // // Xσ : = ( · )−1
σ ({1GLk}) ∼=

� k(n−k)

auf die Repr•asentanten eine regul•are Funktion. Man erh•alt also jeweils eine lokale
Pl•ucker-Einbettung

∧k×n(σ) : = ∧k×n �Xσ : Xσ
� � // Uσ ∼=

� (nk)−1 (1.2.2)

1Zu algebraischen Gruppen und ihren Wirkungen auf Varietäten s. [Hum75].
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f•ur σ ∈
� n
k

�
(vgl. 1.1.17) als Inklusion a�ner Schemata, wobei {Uσ}σ die •ubliche

o�ene •Uberdeckung desprojektiv en Raums
� (nk)−1 = Proj K[p] mit

K[p] : = K
�
pσ : σ ∈

�
n
k

� �

bildet, d.h. Uσ ist das a�ne Schema (Spec K[p])pσ = Spec K[p][pσ−1]0, wobei
K[p][pσ−1]0 ∼= K[p]/ 〈pσ − 1〉 den Unterring der Elemente vom Grad 0 in der gradu-
ierten Lokalisierung bezeichnet.

Es soll nun die Grassmannsche G(k, n) als projektiv es Schema, versehenmit

einer Einbettung in
� (nk)−1, durch Verklebung der Familie {Xσ}σ realisiert werden.

Die allgemeineVorgehensweisewird hier zitiert (vgl. z.B. [Sha94], V.3.2):

1.2.3 Lemma
Gegeben sei eine Familie {Xi}i von Schemata und für alle i 6= j ein offenes Unter-
schema Uij ⊂ Xi mit Isomorphismen ϕij : Uij −→ Uji, so dass

(1) ϕji = ϕij
−1 für alle i, j und

(2) ϕij(Uij ∩Uik) = Uji ∩Ujk für alle i, j, k, und für die Restriktionen auf Uij ∩Uik
gilt ϕik = ϕjk ◦ ϕij .

Dann existiert ein Schema X (die Verklebung der Xi entlang der ϕij) zusammen
mit einer offenen Überdeckung {Vi}i und Isomorphismen ψi : Xi −→ Vi für alle i,
so dass für alle i 6= j

(i) ψi(Uij) = Vi ∩ Vj und

(ii) ψi = ψj ◦ ϕij auf Uij .

1.2.4 Theorem
Es gibt ein Schema G(k, n) ↪→ � (nk)−1 mit einer Projektion π : Ek×n � G(k, n), des-
sen abgeschlossene Punkte den GLk-Orbits entsprechen, so dass folgendes Diagramm
kommutiert:

Ek×n
∧k×n //

π $$ $$HHHHHHHHH
� (nk)−1

G(k, n)
, � P k,n

::ttttttttt

Beweis. G(k, n) wird als disjunkte Vereinigung der a�nen Schemata Xσ unter
Identi�k ation von Punkten im selben GLk-Orbit gebildet. F•ur die Matrizen x ∈
D(detσ) ∩D(detτ ) gilt wegender GLk-Invarianz der Projektion ( · )τ

(πτ ◦ πσ)(x) =
�
x−1
σ x

� −1

τ
x−1
σ x = x−1

τ x = πτ (x), (∗)

also πτ ◦ πσ = πτ auf D(detσ) ∩ D(detτ ). Man erh•alt f•ur σ 6= τ jeweils ein o�enes
UnterschemaUσ,τ := Xσ ∩D(detτ ) in Xσ mit Isomorphismen

ϕσ,τ : = πτ � Uσ,τ : Uσ,τ
∼= // Uτ,σ ,

wobei ϕσ,τ ◦ ϕτ,σ = πσ �Xσ= id. Wegen der GLk-Invarianz von D(detς) gilt f•ur
x ∈ Xτ∩D(detσ)∩D(detς) immer ϕτ,σ(x) = x−1

σ x ∈ D(detς), alsojeweilsϕσ,τ (Uσ,τ∩
Uσ,ς) = Uτ,σ ∩ Uτ,ς und nach (∗) auch ϕσ,ς = ϕτ,ς ◦ ϕσ,τ auf Uσ,τ ∩ Uσ,ς .
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Das Ergebnis der Verklebung der Xσ entlang der ϕσ,τ ist nach 1.2.3 ein Schema
G(k, n), versehenmit einer o�enen •Uberdeckung {Vσ} und Inklusionen ψσ : Xσ ↪→
G(k, n) mit ψσ(Xσ) = Vσ und ψσ = ψτ ◦ϕσ,τ aufUσ,τ . Dies ist dasBild der Projektion
π : Ek×n � G(k, n), die sich lokal aus den Kompositionen ψσ ◦ πσ zusammensetzt,
denn wegenπσ(D(detσ) ∩D(detτ )) ⊂ Uσ,τ folgt aus (∗) jeweils

ψσ ◦ πσ = (ψτ ◦ ϕσ,τ ) ◦ πσ = ψτ ◦ (πτ ◦ πσ) = ψτ ◦ πτ
auf D(detσ)∩D(detτ ). Auf der anderenSeiteist klar, dassdie ϕσ,τ unter den lokalen
Einbettungen ∧k×n(σ) : Xσ ↪→ Uσ jeweils den •Uberg•angen

SpecK[p][pσ−1]0[(pτ/pσ)−1] // SpecK[p][pτ−1]0[(pσ/pτ )−1]

auf Uσ ∩ Uτ entsprechen, d.h. die jeweiligen Restriktionen bilden ein kommutativ es
Diagramm:

Vσ ∩ Vτ Uσ,τ

ϕσ,τ

��

ψσoo ∧k×n(σ) // Uσ ∩ Uτ

Uτ,σ

ψτ

hhQQQQQQQQQQQQQQ ∧k×n(τ)

66mmmmmmmmmmmmmmm

Die Injektionen ∧k×n(σ) ◦ ψσ−1 setzensich damit zur Pl •ucker-Einbettung Pk,n als
Inklusion projektiv er Schemata zusammen.

1.2.5 Korollar
G(k, n) ist eine k(n− k)-dimensionale projektive Varietät.

1.2.6 Bemerkung
Eine naheliegendeVerallgeminerungdestautologischen B•undelsO � n−1 (1) auf

� n−1 =
G1,n ist das Unterb•undel Ek,n destrivialen B•undels G(k, n) × � n � G(k, n) mit

Ek,n : = {(L, v) ∈ G(k, n) × � n : v ∈ L} ,

d.h. die Faser •uber dem Punkt L ∈ G(k, n) ist der Vektorraum L. F•ur x ∈ Xσ ,
also xσ = 1GLk , erh•alt man einen Zeilenvektor v = (v1, . . . , vn) ∈ Lx := GLk(x) als
(1×n)-Matrix v = vσx, wobei ( · )σ : K1×n � K1×k hier die Projektion auf die durch
σ indizierten Eintr •age bezeichnet. Aus dem Repr•asentantensystem 1.2.1 resultiert
damit die Darstellung

Ek,n � Vσ =
�

(Lx, v) : xσ ∈ GLk, v = vσx
−1
σ x

	
,

wobei die a�nen Schemata Vσ ∼=
� k(n−k) die o�ene •Uberdeckung von G(k, n) aus

1.2.4bilden. Ek,n ist alsoein Vektorb•undel vom Rang k mit lokalen Trivialisierungen

ϕσ : Ek,n � Vσ // Vσ × Kk , (Lx, wx−1
σ x) 7−→ (Lx, w),

wobei w = (wx−1
σ x)σ, Wegen(wx−1

σ x)τ = w(x−1
σ x)τ = wx−1

σ xτ sind die •Uberg•ange
ϕσ,τ : (Vσ ∩ Vτ ) × Kk −→ (Vσ ∩ Vτ ) × Kk zu σ, τ ∈

� n
k

�
durch

ϕσ,τ (Lx, w) = ϕτ ◦ ϕ−1
σ (Lx, w) = ϕτ (Lx, wx−1

σ x) = (Lx, wx−1
σ xτ )

gegeben. Man erh•alt also

OG(k,n)(1) =
V k Ek,n = O � (nk)−1

(1) � G(k,n) .
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Es wird nun noch gezeigt,dassG(k, n) als Bild der rationalen Abbildung

∧k×n :
� k×n //___ � (nk)−1 (1.2.7)

abgeschlossenist, d.h. dasssich die Mengeder abgeschlossenenPunkte von G(k, n)

als homogeneNullstellenmengeinnerhalb von
� (nk)−1 herausstellt.

1.2.8 Theorem
Die Plücker-Einbettung Pk,n ist eine abgeschlossene Einbettung.

Beweis. Mit den bisherigenAusf•uhrungengen•ugt eszu zeigen,dassjeweils dasBild
der lokalen Inklusion

∧k×n(σ) : Xσ
� � // Uσ

(s. 1.2.2) abgeschlossenin Uσ ∼=
� (nk)−1 ist F•ur x ∈ Xσ kann man jede durch ein

τ 6= σ indizierte (k × k)-Untermatrix nach den Zeilen der durch σ ∩ τ indizierten
Spalten entwickeln (Laplace-Entwicklung), wodurch man, wegenxσ = 1 ∈ GLk, die
zu σ geh•origen Spalten und Zeilen eliminiert und bis auf Vorzeichen einen Minor
der Gr•o�e k − |σ ∩ τ | in der (k × (n− k))-Untermatrix x′ erh•alt, die aus den durch
{1, . . . , n} \ σ indizierten Spalten besteht. Die durch τ 6= σ indizierten k-Minoren
von x sind also bis auf Vorzeichen die

min{k,n−k}X

r=1

�
k

r

��
n− k
r

�
=

�
n

k

�
− 1

Minoren aller Gr•o�en r = 1 . . .min {k, n− k} von x′. Die aus der Entwicklung re-
sultierenden Relationen zwischen diesenMinoren erzeugenein Ideal im Koordina-
tenring K[p]/ 〈pσ − 1〉 von Uσ, und jede Nullstelle •uber diesemIdeal liefert mit den
1-Minoren auch die zugeh•orige Matrix.

Der generische Punkt von G(k, n) ist der Kern desKomorphismus

∧∗k×n : K[p] // K[t] , pσ 7−→ detσ, (1.2.9)

zum Morphismus 1.2.7.

1.2.10 Definition
Das homogene Primideal Ik,n := ker∧∗k×n heißt Plücker-Ideal.

1.2.11 Beispiel
F•ur k = 1 oder k = n − 1 ist jeweils k(n − k) =

� n
k

�
− 1 = n − 1, und die lokalen

Einbettungen ∧k×n(σ) sind IsomorphismenXσ
∼= � n−1. Der einfachste nichttriviale

Fall ist k = 2 und n = 4. Man erh•alt z.B. f•ur σ = {1,2} die lokale Einbettung
 

1 0 a13 a14

0 1 a23 a24

!
� ∧2,4({1,2}) //

�
a23, a24, −a13, −a14, a13a24 − a14a23

�
,

deren Bild in
� 5 durch die Gleichung z5 = z1z4 − z2z3 charakterisiert ist. Notiert

man σ = {σ1 < σ2} mit σ1σ2, so ergibt Umbenennung und Homogenisierungbei
p12 ∈ K[p] = K[p12, p13, p14, p23, p24, p34]:

I2,4 = 〈 p12p34 − p13p24 + p14p23 〉 . (1.2.12)
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Der Erzeuger ist das Pfa� 'sche Polynom P4 (s. [Sat75], I I.1.3), dessenQuadrat die
Determinante der alternierenden 4× 4-Matrix

A4 : =

0

B
B
B
@

0 p12 p13 p14

−p12 0 p23 p24

−p13 −p23 0 p34

−p14 −p24 −p34 0

1

C
C
C
A

bildet. Die nicht verschwindenden 3-Minoren in A4 sind alle von der Form ±pijP4,
und alle p2

ij f•ur 1 ≤ i < j ≤ 4 treten als ein 2-Minor in A4 auf, so dassder Rang
der Matrix A4(z) ∈ K4×4, z = (z12, z13, z14, z23, z24, z34), stets entweder 2 oder 4
betr•agt, sofern ein zij von Null verschieden ist. Ist [z] eine homogeneNullstelle von
P4, so ist das Bild desdurch A4(z) beschriebenenEndomorphismus der Unterraum
Lz ∈ G2,4, der unter der Pl •ucker-Einbettung auf [z] abgebildet wird. Ist n•amlich
zij = a1ia2j − a1ja2i f•ur 1≤ i < j ≤ 4, so berechnet man jeweils

A4(z) · (aνiej − aνjei) = zij
t(aν1, aν2, aν3, aν4)

f•ur ν = 1,2, d.h. nach Wahl eineszij 6= 0 lassensich die Erzeuger von Lz aus den
Spalten von A4(z) linear kombinieren.

1.2.13 Bemerkung
Die a�nen Karten Vσ = Uσ ∩ G(k, n) der o�enen •Uberdeckung von G(k, n) lassen
sich unter der in 1.1 begr•undeten Identi�k ation der Unterraummenge G(k, n) mit
dem Bild der Pl •ucker-Einbettung im projektiv en Raum auch explizit als Mengen
von Unterr •aumen beschreiben: Die Projektion ( · )σ entspricht im Sinne der Identi-
�k ation

� k×n = Kk×n = Hom(Kn, Kk) jeweils der Restriktionsabbildung bzgl. der
Einbettung Kk ∼= Lσ := span{ei : i ∈ σ} ⊂ Kn. Die Unterr •aumeL ∈ Vσ entsprechen
also im Sinne von 1.1 den Epimorphismen f ∈ Ek×n mit ker f ∩ Lσ = 0, so dass

Vσ =
n
L ∈ G(k, n) : L⊕ L⊥σ = Kn∨

o
.

1.3 Die Grassmannsche unter Torus-Wirkung

In diesemAbschnitt wird nocheinmal auf die Grassmannsche G(k, n) als GLn-Modul
Bezug genommen.Genauerwird, insbesondereum den Begri� einer Torischen Va-
rietät i.S.v. [Ful93] und die damit zusammenh•angendeTerminologie zur sp•ateren
Referenzierungde�niert zu haben, die Wirkung desn-dimensionalenTorus

� n : = (K∗)n ⊂ GLn

als Untergruppeder invertierbaren Diagonalmatrizen auf G(k, n) untersucht, die, im
Gegensatzzur GLn-Wirkung, nicht transitiv ist.

Es wurde gezeigt, dass GLn auf G(k, n) als Unterraummenge mit L 7−→ h(L)
operiert, und dassdieseWirkung durch Rechtsmultiplik ation von (k × n)-Matrizen
mit Elementen aus GLn induziert wird (s. 1.1.7, S.6). Bezeichnet man mit tσ zu
t = (t1, . . . , tn) ∈ � n und σ ∈

�
n
k

�
die Untermatrix (ti)i∈σ ∈

� k, so ist (x · t)σ =
xσ · tσ f•ur x ∈ Ek,n, also det (x · t)σ = (

Q
i∈σ ti) detxσ. Die durch die Pl •ucker-

Einbettung induzierte
� n-Wirkung auf G(k, n) ⊂ � V k Kn ist daher die auf dem
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projektiv en Raum durch v1 ∧ . . . ∧ vk 7−→ tv1 ∧ . . . ∧ tvk induzierte Wirkung, die
bzgl. der �xierten Basis die Darstellung

(t1, . . . , tn) .
�
ωσ

�
σ

=
�
(
Q k
i∈σ ti) ωσ

�
σ

(1.3.1)

f•ur (t1, . . . , tn) ∈ � n und
�
ωσ

�
σ
∈ � V k Kn =

� (nk)−1 hat. Man erh•alt
� n als algebrai-

schen Torus1 in GL(
V k Kn), und die in der Wirkung 1.3.1 auftretenden regul•aren

Gruppenhomomorphismenχσ : (t1, . . . , tn) 7−→ Q
i∈σ ti werden als Elemente der

Charaktergruppe von
� n die Gewichte der Toruswirkung genannt.

Die 2(nk) − 1 Orbits der nat•urlichen Wirkung des Torus
� (nk)−1 =

� (nk)/K∗ auf� V k Kn sind invariant unter der Wirkung 1.3.1, woraus eine Zerlegung
� � V k Kn

�
/
� n =

`
S

�
(
� S/K∗)/ � n�

,

indiziert durch die nichtleeren TeilmengenS ⊂
� n
k

�
, resultiert. F•ur eine (k × n)-

Matrix x ∈ Ek,n sei
suppx : =

�
σ ∈

�
n
k

�
: detxσ 6= 0

	

der Support von x, wobei xσ wie in 1.2 die durch σ indizierte (k × k)-Untermatrix
von x bezeichnet. Wegen (g · x)σ = g · xσ f•ur g ∈ GLk ist der Support, abh•angig
von der gew•ahlten Basis, eine Invariante desUnterraums L = GLk(x) ∈ G(k, n), so
dasssuppL de�niert ist. Die Pl •ucker-Einbettung macht somit zu jeder Teilmenge
S ⊂

�
n
k

�
die Menge aller Unterr •aume L mit suppL = S zu einer

� n-invarianten
TeilmengedesTorus

� S/K∗.
Der Quotient G(k, n)/

� n zerf•allt alsoin gewisseKlassenG(k, n)S/
� n zu S ⊂

�
n
k

�

mit G(k, n)S := {L ∈ G(k, n) : suppL = S} 6= ∅.

1.3.2 Proposition
Die Plücker-Einbettung induziert zu jeder Teilmenge S ⊂

�
n
k

�
mit G(k, n)S 6= ∅ eine

Einbettung

G(k, n)S/
� n � � //

� � S/K∗
�
/
� n

des Quotienten der
� n-Wirkung als Teilmenge einer abelschen Gruppe.

Beweis. Die
� n-Wirkung ist f•ur jede Teilmenge∅ 6= S ⊂

� n
k

�
mit der Struktur der

abelschen Gruppe
� S/K∗ vertr •aglich, in dem Sinne, dassf•ur t ∈ � n und [ω], [ω′] ∈� S/K∗ immer (t . [ω]) · [ω′] = t . ([ω] · [ω′]) gilt. Daraus folgt, dassder Orbit

� n([1]S)
•uber dem neutralen Element [1]S in

� S/K∗ eine Unterguppe in
� S/K∗ bildet und

der Quotient (
� S/K∗)/ � n als Menge mit der Quotientengruppe (

� S/K∗)/ � n([1]S)
•ubereinstimmt, denn wegen t . [ω] = t . ([1]S · [ω]) = (t . [1]S) · [ω] erh•alt man den
Orbit

� n([ω]) als Nebenklasse
� n([1]S)[ω].

Der
� n-Orbit

� n([1]) f•ur S =
� n
k

�
wird der generische

� n-Orbit •uber der Grassmann-
schen genannt. Bildet man aus den Gewichten χσ der

� n-Wirkung den homogenen
K-Algeba-Homomorphismus

K[p] = K
�
pσ : σ ∈

� n
k

��
// K[t1, . . . , tn] , pσ 7−→

Y

i∈σ
ti, (1.3.3)

1Eine Untergruppe von GL(W ) wird algebraisch genannt, wenn sie in der Zariski-Topologie von
GL(W ) abgeschlossen ist. Es ist klar, dass � n außerdem einen algebraischen Torus in GL(

Vk Kn)
bildet, also aus halbeinfachen Elementen besteht (s. [Hum75]).
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so stimmt der Zariski-Abschluss
�
n([1]) •uber dem generischen Orbit in

� (nk)−1 mit
dem Abschluss •uber dem Bild der zugeh•origen rationalen Abbildung •uberein. Au-
�erdem ist klar, dassder durch t 7−→ t . [1] = [χσ(t)]σ gegebene regul•are Epimor-
phismus

� n �
� n([1]) von algebraischen Gruppen modulo K∗ injektiv ist, denn aus

[ωσ]σ ∈
� n([1]) lassensich die Zahlen ti/t1 f•ur (t1, . . . , tn) mit ωσ = χσ(t1, . . . , tn)

f•ur σ ∈
� n
k

�
in eindeutiger Weise rekonstruieren. Der Orbit-Abschluss

�
n([1]) ist

daher eine (n−1)-dimensionaleprojektiv e Variet•at, die den Torus
� n/K∗ als dichte

o�ene Teilmengeenth •alt.

1.3.4 Definition+Proposition
Es sei d > 0 eine natürliche Zahl. Eine Torische Variet•at zum Torus

� d = (K∗)d

ist eine normale Varietät X, zusammen mit einer Einbettung
� d ↪→ X als dichte

offene Teilmenge, so dass die natürliche Wirkung von
� d auf sich selbst sich zu einer

Wirkung
� d ×X −→ X erweitert.

Jede torische Vaietät läßt sich auf die aus den folgenden Aussagen hervorgehende
Weise konstruieren.

(i) Die regulären Gruppenhomomorphismen
� d −→ K∗ bilden die Charakter-

gruppe M von
� d. Dies ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang d, deren

Elemente als Monome χa1
1 · · ·χadd : t = (t1, . . . , td) 7−→ ta = ta1

1 · · · tadd zu a =
(a1, . . . , ad) ∈

� d geschrieben werden. Sie erzeugen den Koordinatenring K[M ] =
K[χ1, χ

−1
1 , . . . , χd, χ

−1
d ] von

� d als K-Vektorraum.

(ii) Die regulären Gruppenhomomorphismen K∗ −→ � d (1-psg’s) bilden eine freie
abelsche Gruppe N ∼= � d, sind also von der Form λu = λu1

1 · · · λudd : t 7−→
(tu1 , . . . , tud) für u = (u1, . . . , ud) ∈

� d. Es ist N = Hom(M,
�

) entprechend
der perfekten Paarung 〈 · , · 〉 : M ×N −→ �

mit χ ◦ λ(t) = t〈χ , λ 〉 für alle
t ∈ K∗, also 〈u , a 〉 = u1a1 + . . .+ udad für u = (u1, . . . , ud),a = (a1, . . . , ad) ∈� d.

(iii) Mit ”Kegel” wird hier immer ein strikt konvexer rationaler polyedrischer Kegel
bezeichnet, das ist eine Menge der Form

σ = pos({u1, . . . , ur})
: = {λ1u1 + . . . + λrur : λ1, . . . , λr ≥ 0} ⊂ N � : = N ⊗ 	�


mit u1, . . . , ur ∈ N , die σ ∩−σ = {0} erfüllt. Die Dimension eines Kegels σ ist
die Dimension des kleinsten 
 -Vektorraums in N � ∼= 
 d, der σ enthält. Die
Seiten eines Kegels σ sind die Mengen der Form ker ϕ ∩ σ, wobei ϕ eine auf σ
nichtnegative Linearform bezeichnet.

(iv) Der zu σ duale Kegel ist σ∨ ⊂M � : = M ⊗ 	�
 mit

σ∨ : = {m ∈M � : 〈m, u 〉 ≥ 0 ∀u ∈ σ} .

σ∨ ist ebenfalls strikt konvex und rational und σ∨ ∩M eine endlich erzeugte
Halbgruppe in M . Das affine Schema Xσ := SpecK[σ∨ ∩M ] ist eine Torische
Varietät zu

� d.
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(v) Ein Fächer � ist eine endliche Menge von Kegeln σ, so dass für σ ∈ � auch
τ ∈ � für alle Seiten τ von σ gilt und für σ, τ ∈ � stets σ ∩ τ eine gemeinsame
Seite von σ und τ ist. Man erhält eine Torische Varietät XΣ zu

� d durch
Verkleben der Torischen Varietäten Xσ zu den Kegeln σ ∈ � entlang der
offenen Teilmengen Xσ∩τ .

Ist beispielsweiseeine Basis {e1, . . . , ed} von N =
� d gegeben und setzt man e0 :=

−e1 − . . . − ed, so bilden die von den echten Teilmengenin {e0, . . . , ed} erzeugten
Kegel einen F•acher, aus dem der projektiv e Raum

� d als Torische Variet•at zum
Torus

� d resultiert, der sich mit (t1, . . . , td) 7−→ [t1 : . . . : td : 1] als dichte o�ene
Teilmengeeinbetten l•a�t.

Die Charaktere χσ bilden als Elemente in M ∼= � n die Eckenmengedes(n− 1)-
dimensionalenkonvexen Polytops1

P : = conv
�
χσ : σ ∈

�
n
k

�	
: =

� P
σ λσχσ : 0≤ λσ ≤ 1 ∀σ, P

σ λσ = 1
	

in M � = M ⊗ 	�
 ∼= 
 n, das wegender Darstellung

P = {(x1, . . . , xn) ∈ [0,1]n : x1 + . . . + xn = k}

der k-te Hypersimplex genannt wird (vgl. [Stu95]). Die SeitenF an P sind die kon-
vexenPolytope der Form

F = facec(P ) : = {u ∈ P : cu ≥ cv ∀ v ∈ P} ,

zu den linearen Funktionalen 0 6= c ∈ N � , und f•ur jede SeiteF an P ist

NP (F ) : = {c ∈ N � : F = facec(P )}

der Normalenkegel •uber F . Dies sind Kegel i.S.v. 1.3.4, die einen F•acher � bilden,
so dassjeweils die eindimensionalenKegel ρ = NP (F) •uber den Facetten F an P ,
die mit einer Ecke χσ inzident sind, die Kanten des (n − 1)-dimensionalenKegels
cσ = NP (χσ) bilden. Der eindeutig bestimmte Erzeuger nρ ∈ N der Halbgruppe
ρ ∩N zu einer Kante ρ in � wird das primitive Element von ρ genannt.

Dem •Ubergang[t1 : . . . : tn] 7−→ (t1/tn, . . . , tn−1/tn) von
� n/K∗ zu

� n−1 entspre-
chend wird M mit (x1, . . . , xn) 7−→ (x1, . . . , xn−1) auf M ′ ∼= � n−1 projeziert, wobei
P strukturerhaltend auf das konvexe Polytop P ′ ⊂ M ′� ∼= 
 n−1 abgebildet wird,
das aus allen (x1, . . . , xn−1) ∈ [0,1]n−1 mit k− 1≤ x1 + . . . + xn−1 ≤ k besteht. Der
dreidimensionalezweite Hypersimplex zu n = 4 ist ein regul•arer Oktaeder, dessen
durch σ = {σ1 < σ2} ⊂ {1,2,3,4} indizierte Ecken sich f•ur komplement •are Indizes
gegen•uberliegen, und dessen8 Facetten die Dreiecke Fi,F ′i f•ur i = 1,2,3,4 sind,
wobei jeweils Fi aus den Ecken χσ mit i ∈ σ und F ′i aus denen mit i /∈ σ gebildet

1Die Dimension eines konvexen Polytops P ist die Dimension der affinen Hülle über P , also die
Dimension des kleinsten Unterraums in 
 n, der P nach geeigneter Verschiebung enthält. Näheres
zu konvexen Polytopen bei [Grü67].
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wird:

PSfrag replacements

{1,2}

{1,3}

{1,4}

{2,3}

{2,4}

{3,4}

Die inwendigausgerichteten Normalen •uber denzweidimensionalenSeiteneinesNor-
malenkegelscσ werdenin M � ∼= 
 4 von den Richtungsvektoren der mit σ inzidenten
Kanten erzeugt, und zwar von χσ − χτ f•ur τ 6= σ := {1,2,3,4} \ σ. Man kann

� 4
2

�

mit der Menge aller Permutationen π ∈ S4 mit π(1) < π(2) und π(3) < π(4)
identi�zieren, und erh•alt zu jedemσ eine Nummerierung der 4 Erzeugervon c∨σ mit

v1 : = eσ1 − eσ1 , v2 : = eσ2 − eσ1 , v3 : = eσ1 − eσ2 , v4 : = eσ2 − eσ2 ,

wobei σ = {σ1 < σ2}. Dies sind auch Erzeuger der Halbgruppe c∨σ ∩M , und die
Relation v1 + v4 = v2 + v3 ergibt

K[c∨σ ∩M ] = K[t−1
i tj : i ∈ σ, j ∈ σ] ∼= K[t1, t2, t3, t4]/ 〈t1t4 − t2t3〉 ,

d.h. der Torus
� 4/K∗ wirkt auf der Mengealler (z1, z2, z3, z4) ∈ � 4, die z1z4 = z2z3

erf•ullen, durch

[t1 : t2 : t3 : t4] . (z1, z2, z3, z4) =
�
t−1
σ1
tσ1z1, t

−1
σ1
tσ2z2, t

−1
σ2
tσ1z3, t

−1
σ2
tσ2z4

�
.

Es wird nun noch kurz auf das Problem eingegangen,f •ur welche S ⊂
� n
k

�
die Menge

G(k, n)S nichtleer ist. Dies ist ein Gegenstandder Matroid-Theorie.

1.3.5 Definition
Ein Matroid über {1, . . . , n} ist eine nichtleere Familie M von Teilmengen von
{1, . . . , n}, so dass

(i) für s ∈M und t ⊂ s auch t ∈M gilt, und

(ii) für s, t ∈M mit |s| < |t| ein i ∈ t \ s existiert, so dass s ∪ {i} ∈ M.

Die Elemente inM hei�en die unabhängigen Mengen zuM. Eine maximal un•abh•angi-
ge Mengehei�t Basis vonM. Die MengeB(M) aller BasenvonM besteht immer
aus Elementen gleicher Kardinalit •at.

1.3.6 Proposition
Existiert zu S ⊂

� n
k

�
ein L ∈ G(k, n) mit suppL = S, so bildet S = B(M) die Menge

der Basen eines Matroiden M über {1, . . . , n}.
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Beweis. Ist S = suppx f•ur eine Matrix x vom Rang k, bestehendaus Spalten
x1, . . . , xn ∈ Kk, soist S 6= ∅ undM := {τ ⊂ σ : σ ∈ S} ein Matroid mit B(M ) = S:
f•ur s, t ∈ M existieren σ, τ ∈ S mit s ⊂ σ und t ⊂ τ , also sind die Mengen
x(s) := {xi : i ∈ s} und x(t) := {xi : i ∈ t} linear unabh•angig. F•ur |s| < |t| k•onnen
daher nicht alle Elemente aus x(t) in dem von x(s) erzeugten Unterraum in Kk

enthalten sein, so dassein i ∈ t \ s existiert, mit dem x(s) ∪ {xi} linear unabh•angig
ist und daher s ∪ {i} ∈ M gilt.

Ein Matroid M •uber {1, . . . , n} wird linear darstellbar •uber einemK•orper � genannt,
wenn esn Elemente eines � -Vektorraums gibt, so dassM die linear unabh•angigen
Teilmengenindiziert. Beispielsweise ist der Matroid •uber der Basismenge

� n
k

�
•uber

jedem K•orper linear darstellbar, der n paarweiseverschiedeneElemente a1, . . . , an
enth•alt, da kein k-Minor der aus den Spalten xi = t(1, ai, a2

i , . . . , a
k−1
i ) gebildeten

Matrix verschwindet (Vandermonde-Determinanten). Der selbe Ansatz zeigt, dass
auch jeder Matroid mit BasismengeS = B(M) ⊂

� n
2

�
•uber einem solchen K•orper

linear darstellbar ist, da sich M durch die Gleichungen xi = 0 f•ur i /∈ ∪S und
xi = xj f•ur i, j ∈ ∪S und {i, j} /∈ S charakterisieren l•a�t. Im Allgemeinen steht ein
geeignetesGleichungssystemjedoch nicht ohne Weitereszur Verf•ugung.

1.3.7 Beispiel
(i) F•ur n = 4 und k = 2 kann man auch an dem Erzeuger

f : = p12p34 − p13p24 + p14p23

des Pl•ucker-Ideals I2,4 ⊂ K[p12, p13, p14, p23, p24, p34] (vgl. 1.2.11) erkennen,
dasssich alle 36 Matroide mit BasenS ⊂

� 4
2

�
linear •uber K darstellen lassen:

Die an f beteiligten Monome werden durch die drei Zerlegungen

s1 :=
�
{1,2} , {3,4}

	
, s2 :=

�
{1,3} , {2,4}

	
, s3 :=

�
{1,4} , {2,3}

	

von {1,2,3,4} indiziert, und zu S ⊂
� 4

2

�
existiert genau dann ein ω ∈ K(4

2)

mit Support S und f (ω) = 0, wenn es zu jedem i ∈ {1,2,3} mit si ⊂ S ein
j 6= i mit sj ⊂ S gibt. Man sieht, dassauch jedeBasismengeB(M) ⊂

�
4
2

�
eines

Matroiden M •uber {1,2,3,4} notwendigerweisedieseBedingung erf•ullt.

(ii) Der Vámos-Matroid •uber der Basismenge
�

8
4

�
\

�
{1,2,3,4} , {1,2,5,6} , {3,4,7,8} , {5,6,7,8}

	

ist •uber keinemK•orper linear darstellbar ([V�am78]). Die Umkehrung von 1.3.6
ist also i.A. nicht richtig.
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2 Die Torische Varietät X(k, n)

2.1 Eine degenerierte Determinante

Es soll nun eine projektiv e Variet•at untersucht werden, die man zun•achst in einem
intuitiv en Sinne als degenerieteGrassmannsche au�assen kann. Dies wird dann in
Abschnitt 3 in Begri�en der Deformationstheorie pr•azisiert.

Die geometrische Situation in 1.2war bestimmt durch die kommutierendenGrup-
penwirkungen

GLk

det
��

× Ek Kn

∧k×n
��

// Ek Kn

∧k×n
��

=
S
σD(detσ)

K∗ ×E1 K(nk) // E1 K(nk) = � (nk) \ 0

(17)

wobei Ek Kn = Ek×n die Menge aller (k × n)-Matrizen von maximalem Rang be-
zeichnet und die aus den

�
n
k

�
Projektionen ( · )σ : Kk×n � Kk×k gebildete Funktion

∧k×n : x 7−→
�
detxσ

�
σ∈(nk)

,

auf der Vereinigung der MengenD(detσ) = ( · )−1
σ (GLk) f•ur σ ∈

� n
k

�
die Pl•ucker-

Einbettung als Injektion der Quotienten induziert:

G(k, n) = Ek×n/GLk
� � // E1 K(nk)/K∗ =

� (nk)−1 .

Vom algebraischen Standpunkt her ist die Pl •ucker-Einbettung durch den K-Algebra-
Homomorphismus ∧∗k×n : K[p] −→ K[t] mit

pσ 7−→ detσ =
X

π∈S k

sgn(π) π .dσ (σ ∈
� n
k

�
)

de�niert, wobei dσ =
Q k
i=1 ti,σi die durch σ = {σ1 < . . . < σk} indizierte Diagonale

bezeichnet und mit π . ti,j = tπ−1(i),j eineWirkung der symmetrischen GruppeSk ⊂
Sk×n durch Zeilenvertauschungen als Gruppe von K-Algebra-Automorphismen auf
K[t] gegeben ist. Insbesondereist dσ = d ◦ ( · )σ und d stimmt auf dem Bild der
Inklusion

(K∗)k =
� k � � // GLk

desk-dimensionalenTorus als Untergruppe der Diagonalmatrizen mit der Restrik-
tion det � � k •uberein. Als Element der Charaktergruppe X(

� k) von
� k ist die Dia-

gonaled das Bild von 1 ∈ � unter der Inklusion

X(GLk) ∼=
� � � // � k ∼= X(

� k) = M

von abelschen Gruppen, also die Graduierung u = (u1, . . . , uk) 7−→ u1 + . . . + uk
f•ur 1-Parameter-Untergruppen u ∈ N = Hom 	 (M,

�
). Die GLk-Wirkung auf

� k×n
induziert die freie Wirkung durch zeilenweiseMultiplik ation der Untergruppe

� k auf
einer o�enen TeilmengeDk×n in

� k×n:

� k
d

��

× Dk×n

δk×n
��

// Dk×n

δk×n
��

=
S
σD(dσ)

K∗ ×D1×(nk) // D1×(nk) = � (nk) \ 0
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Die "degenerierte Grassmannsche", die Gegenstandder Untersuchungen in diesem
Abschnitt ist, ist die folgenderma�en de�nierte projektiv e Variet•at.

2.1.1 Definition
Es bezeichne δ∗k×n den K-Algebra-Homomorphismus mit

δ∗k×n : K[p] // K[t] , pσ 7−→ dσ =
kY

i=1

ti,σi (σ ∈
� n
k

�
),

sowie Ik,n das homogene Primideal ker δ∗k×n, und X(k, n) das projektive Schema
Proj K[p]/Ik,n.

Setzt man δ∗πk×n : pσ 7−→ π .dσ f•ur eine beliebige Permutation π ∈ Sk, so ist
ker δ∗πk×n = Ik,n, da Sk durch K-Algebra-Automorphismen wirkt. X(k, n) ist also
der gemeinsameAbschluss •uber den Bildern der zugeh•origen rationalen Abbildun-
gen

δπk×n :
� k×n //___ � (nk)−1 (π ∈ Sk).

Die Abbildung δk×n ist als Funktion in den projektiv en Raum zwar konstant auf
den

� k-Orbits, jedoch ist die induzierte Abbildung

Dk×n/
� k // � (nk)−1

auf dem Quotienten f•ur 1< k < n nicht injektiv, schon weil nicht alle Eintr •ageeiner
(k × n)-Matrix an einer der σ-Diagonalen beteiligt sind.

2.1.2 Theorem
Die projektive Varietät X(k, n) ist der Abschluss über dem Bild einer offenen Ein-
bettung

� k×(n−k) � � // � (nk)−1 ,

wobei man den Torus
� k×(n−k) unter der rationalen Abbildung δk×n als den Quoti-

enten
� k×(n−k+1)/

� k zu
� k×(n−k+1) ⊂ T

σD(dσ) erhält.

Beweis. Esseieinσ = {σ1 < . . . < σk} �xiert. Die
� k-invariante Projektion diagσ :=

diag ◦ ( · )σ : D(dσ) �
� k liefert analog zu 1.2 f•ur die

� k-Wirkung auf D(dσ) das
Repr•asentantensystem

D(dσ)/
� k � � // D(dσ) ,

� k(x) 7−→ ~πσ(x) := (diagσx)−1x,

mit der regul•aren Projektion ~πσ : D(dσ) � ~Xσ, so dassdie abgeschlossenenPunk-
te des a�nen Schemas ~Xσ = diag−1

σ ({1� k}) ∼= � kn−k den
� k-Orbits •uber D(dσ)

entsprechen.
Zu einem Eintrag ai,j in einer (k × n)-Matrix a = (ai,j) gibt es genaudann ein

τ = {τ1 < . . . < τk} mit j = τi f•ur ein i wenn i ≤ j ≤ n−k+ i. Unter der Zuordnung
ai,j 7−→ bi,j−i+1 bilden dieseai,j einek× (n−k + 1) Matrix b = (bij), die zeilenweise
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geradedie f•ur δk×n relevanten Eintr •agevon a enth•alt:

k

8
>>>><
>>>>:

PSfrag replacements

a b7−→

| {z }
k−1

| {z }
n−k+1

| {z }
n−k+1

Die dadurch beschriebene Projektion ψ : ~Xσ �
� k×(n−k), die jeweils a auf die

nicht an der σ-Diagonalen beteiligten Eintr •ageaus b abbildet, ist ein regul•arer
� k-

Morphismus und das Bild von D(dσ) unter δk×n wird aus dem Bild dieser Pro-
jektion gewonnen. Da ~Xσ ein Repr•asentantensystem der

� k-Wirkung ist und der
Torus durch zeilenweiseMultiplik ation operiert, ist die Abbildung, die den ψ(a) die
Diagonalenin a zuordnet, injektiv, soferndie Eintr •agein denψ(a) alle von Null ver-
schieden sind. Restriktion auf den Durchschnitt •uber allen D(dτ ) bettet daher den

Torus
� k×(n−k) als o�ene Teilmenge

� (nk)−1 ∩ X(k, n) �D(dσ) ein, so dassfolgendes
Diagramm kommutiert:

T
τ D(dτ )

π̃σ ����

δk×n�D(dσ) // Uσ

∼=
��

~Xσ

ψ )) ))RRRRRRRRRRRRRR
δk×n�Xσ // � (nk)−1

� k×(n−k)

) 	

66mmmmmmmmmmm

Dabei ist {Uσ}σ die •ubliche o�ene •Uberdeckung von
� (nk)−1 (s. 1.2.2). Damit ist� k×(n−k) in jedem Teil der o�enen •Uberdeckung {Uσ ∩ X(k, n)}σ von X(k, n) als

dichte o�ene Teilmengeenthalten.

Insbesonderegeht die o�ene Einbettung in 2.1.2 f•ur k = 1 in die nat•urliche Einbet-
tung � n−1 =

� n/K∗ � � // � n−1 = X(1, n)

•uber, w•ahrend ihr Bild f•ur 1< k < n im Torus
� (nk)−1 ⊂ � (nk)−1 echt enthalten ist.

2.1.3 Beispiel
Im Fall k = 2, n = 4, liegt jeder homogenePunkt z = [1: z13 : z14 : z23 : z24 : z34],
der die Gleichung

z14z23 = z13z24 (∗)
erf•ullt, unter der Voraussetzung,dassalle zij von Null verschiedensind, im Bild von
δ2×4, denn man hat dann

 
1 z23/z13 z34/z14 0

0 1 z13 z14

!

7−→
�
1: z13 : z14 : z23 : z14z23/z13 : z34

�
= z.

Da diesePunkte als dichte o�ene Teilmengein der homogenenNullstellenmenge(∗)
liegen, erh•alt man

I2,4 = 〈 p14p23 − p13p24 〉 . (2.1.4)
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Tats•achlich ist dasBild hier nicht abgeschlossen,dennz.B. liegt der homogenePunkt
z0 = [1: 0: 0: 1: 1: 1] im Abschluss, w•ahrend eskeine Matrix

a =

 
a11 a12 a13 ∗
∗ a22 a23 a24

!

mit δ2×4(a) = [a11a22 : a11a23 : a11a24 : a12a23 : a12a24 : a13a24] = z0 geben kann.

2.2 Modellierung durch Punktkonfigurationen

Der Homomorphismus 2.1.1,

δ∗k×n : K[p] = K
�
pσ : σ ∈

� n
k

��
// K[t] = K[ti,j : i = 1 . . . k, j = 1 . . . n] ,

hat die Eigenschaft, dass er jede der freien Variablen pσ auf ein Monom in K[t]
abbildet. Er wird also durch einen Homomorphismus von Halbgruppen induziert:

Ak,n : � (nk) // � k×n , eσ 7−→
kX

i=1

εi,σi (σ = {σ1 < . . . < σk}), (2.2.1)

wobei mit eσ und εi,j jeweils die Elemente der Standardbasisbezeichnet sind. Damit
l•a�t sich das Ideal Ik,n = ker δ∗k×n ⊂ K[p] durch die Unterguppe

ker 	 Ak,n : = {u− v : Ak,nu = Ak,nv} ⊂
� (nk)

beschreiben,w•ahrenddie Spaltender Matrix Ak,n, aufgefasstalsPunktk on�guration
in
� k×n, eine Halbgruppe erzeugen,die den Koordinatenring K[p]/Ik,n von X(k, n)

als Halbgruppen-Algebra induziert.
Allgemein wird der Kern einessolchen Homomorphismus als torisches Ideal be-

zeichnet. Die De�nitionen wird hier zusammenmit einigen Folgerungenaus [Stu95]
(Lec.4) zitiert.

2.2.2 Definition+Proposition
Der zu einer Konfiguration A = {a1, . . . ,am} ⊂

� d gehörige Halbgruppenhomomor-
phismus

πA :
� m // � d , u = (u1, . . . , um) 7−→ u1a1 + . . . + umam,

induziert einen Homomorphismus von Halbgruppenalgebren:

π̂A : K[x] := K[x1, . . . , xm] // K[t±1] := K[t1, . . . , td, t
−1
1 , . . . , t−1

d ] .

Das Ideal IA := ker π̂A wird als das torische Ideal zur Konfiguration A bezeichnet.

(i) Es bezeichne ker 	 A die von allen u − v mit πA(u) = πA(v) erzeugte Unter-
guppe in

� m. Das Binomideal IA wird als K-Vektorraum von den Binomen
xu − xv mit u,v ∈ ker 	 A erzeugt, und hat eine Darstellung

IA = 〈xu+ − xv− : u ∈ ker πA〉 ,

wobei für u ∈ � m u+,u− ∈
� m die eindeutig bestimmten Vektoren mit der

Eigenschaft sind, dass sie u = u+−u− erfüllen und in keiner Koordinate beide
positive Einträge haben.
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(ii) Die Dimension einer Konfiguration A ist dimA : = dim
� A, wobei

� A die von
A erzeugte Unterguppe in

� m bezeichnet. Dies ist der Rang der entsprechen-
den Matrix in � m×d und stimmt mit der Krull-Dimension des Rings K[x]/IA
überein.

(iii) Eine Konfiguration A heißt graduiert, falls ein Vektor ω ∈ � d existiert, so
dass taiω = 1 für i = 1 . . . m, m.a.W. wenn der Vektor (1, . . . ,1) ∈ � m im
Zeilenraum der aus A gebildeten � d×m-Matrix liegt. Das torische Ideal IA ist
genau dann homogen, wenn A graduiert ist.

In der Terminologie von 1.3.4 (S.17) ist eine Kon�gutation A = {a1, . . . ,am} ⊂
� d

als Erzeugermengeeiner Halbgruppe in der Charaktergruppe M des Torus
� d =

(K∗)d aufzufassen.Sie de�niert damit einen Morphismus

� d // � m = (K∗)m , t = (t1, . . . , td) 7−→ (ta1 , . . . , tam), (∗)

von algebraischen Gruppen. Der Zariski-Abschluss •uber dem Bild von (∗) in
� m

ist das a�ne SchemaXA := SpecK[x]/IA. Ist dimA = d, so hat (∗) eine regul•are
Umkehrung und wird zu einem Isomorphismus

� d ∼= XA ∩ Tm von algebraischen
Gruppen (s. [Stu95], L.13.4), so dass man

� d als dichte o�ene Teilmenge in XA
erh•alt, zusammenmit einer Wirkung

� d ×XA −→ XA als Fortsetzung der nat•urli-
chen Wirkung von

� d auf sich selbst. Eine graduierte Kon�guration liefert ein ho-
mogenesIdeal IA, woraus unter der Substitution xi 7−→ 1 torische Ideale IA−ai zu
A− ai = {a− ai : a ∈ A} f•ur i = 1 . . . m resultieren, so dassdie a�nen Variet•aten
XA−ai eine o�ene •Uberdeckung der projektiv en Variet•at YA ⊂

� m−1 mit a�nem
KegelXA bilden.

Eine durch eine Kon�guration A gegebene Torische Variet•at hat jedoch nicht
unbedingt die Eigenschaft, normal zu sein. Eine a�ne Torische Variet•at XA ist
genau dann normal, wenn die Punktmenge

� A ∩ pos(A) in der von A erzeugten
Halbgruppe

� A enthalten ist. Ist A eine graduierte Kon�guration, so ist XA genau
dann normal, wenn die a�nen Karten XA−ai alle normal sind, und sie ist projektiv
normal, wenn der a�ne KegelXA normal ist (vgl. [Stu96], Lec.2).

2.2.3 Beispiel
(i) Die graduierte Kon�guration A2,4 ⊂

� 2×4 zum K-Algebra-Homomorphismus
2.1.1 (entsprechend 2.2.1) bildet die Matrix

A2,4 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

∈ � (2×4)×(4
2) ,

wobei Zeilen und Spalten jeweils lexikographisch angeordnet sind. Der Kern
von A2,4 als linearer Abbildung � 6 −→ � 8 wird von dem Vektor

t(0,−1,1,1,−1,0) ∈ � 6 (2.2.4)
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erzeugt.Diesererzeugtnun bereits, da die Eintr •ageganzzahligund teilerfremd
sind, den Kern von A2,4 als Homomorphismus von

�
-Moduln und damit auch

denKern der Kon�guration A2,4 i.S.v. 2.2.2,liefert alsoerneut (vgl. 2.1.3,S.23)
den Erzeuger

p14p23 − p13p24

desHauptideals I2,4 = IA2,4 .

(ii) Die Gewichte der
� n-Wirkung auf die GrassmannscheG(k, n) (vgl. 1.3.3,S.16)

bilden die graduierte Kon�guration

~Ak,n = {eσ1 + . . . + eσk : 1≤ σ1 < . . . < σk ≤ n} ⊂
� n, (2.2.5)

so dassdie zugeh•orige projektiv e Variet•at YÃk,n den Abschluss •uber dem ge-
nerischen

� n-Orbit in G(k, n) bildet. F•ur k = 2 und n = 4 erh•alt man also die
Matrix 1

~A2,4 =

0

B
B
B
@

1 1 1 0 0 0

1 0 0 1 1 0

0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1

1

C
C
C
A
∈ � 4×(4

2) .

Man berechnet hierf•ur IÃ2,4
= 〈 p12p34 − p14p23, p12p34 − p13p24 〉.

2.2.6 Proposition
X(k, n) enthält den Abschluss über dem generischen

� n-Orbit in der Grassmann-
schen G(k, n) (s. 1.3.3) als torische Untervarietät.

Beweis. Es gen•ugt zu zeigen,dassdastorische Ideal Ik,n in dem Ideal IA zu der aus
den Gewichten der

� n-Wirkung auf G(k, n) gebildeten Kon�guration ~Ak,n (2.2.5)
enthalten ist. Dies folgt mit 2.2.2(i) aus ker 	 Ak,n ⊂ ker 	 ~Ak,n, und das ist klar, da
die durch (i, j) mit i = 1 . . . k, j = 1 . . . n, indizierten Zeilen der Matrix Ak,n nach i
gruppiert k Untermatrizen bilden, die sich zu der aus ~Ak,n gebildeten Matrix ~Ak,n
aufsummieren.

Da f•ur 1 ≤ σ1 < . . . < σk ≤ n immer i ≤ σi ≤ n − k + i gilt, verschwinden in der
Matrix Ak,n die Zeilen mit den Indizes (i, j) f•ur i > j oder j > n − k + i, so dass
nur k(n − k + 1) Zeilen relevant sind. Da X(k, n) nach 2.1.2 aber eine k(n − k)-
dimensionaleprojektiv e Variet•at ist, gilt nach 2.2.2 (iii) sogar:

dimAk,n = dim K[p]/Ik,n = k(n− k) + 1.

Entsprechendsoll nunAk,n zu einerKon�guration in
� k(n−k)+1 "verdichtet" werden,

die zu einem Homomorphismus

K[p] // K[s, s0] = K[s]⊗ K[s0]

geh•ort, wobei s := (si,j : i = 1 . . . k, j = 1 . . . n− k) ein geordnetesSystem von
Unbestimmten und s0 eine weitere Unbestimmte bezeichnet.

1Wie [Stu95](Lec.9) bemerkt, ist die zugehörige Matrix für k = 2 die Inzidenzmatrix zum
vollständigen Graphen Kn.
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2.2.7 Theorem
Es sei ϕ : K[t] −→ K[s] der K-Algebra-Homomorphismus mit

ti,j 7−→
n−k−j+iY

ν=1

si,ν (i ≤ j < n− k + i)

und ti,j 7−→ 1 für i > j oder j ≥ n− k + i. Dann gilt

ker(s0 ◦ ϕ ◦ δ∗k×n) = ker δ∗k×n,

wobei s0 : K[s] ↪→ K[s, s0] die Multiplikation mit s0 bezeichnet.

Beweis. EsseiI dasmaximale Ideal 〈ti,j − 1: i > j oder j ≥ n− k + i〉. Man erh•alt
Isomorphismen

K[t]/I ∼= K[ti,j : i ≤ j < n− k + i] ∼= K[s] ∼=
kO

i=1

K[t1, . . . , tn−k]

und entsprechend ϕ ∼=
N k

i=1 ~ϕ mit

~ϕ : K[t1, . . . , tn−k] // K[t1, . . . , tn−k] , tj 7−→
n−k−j+1Y

ν=1

tν .

Da ~ϕ o�enbar injektiv ist, folgt ker ϕ = I. Die einzigeMengeσ = {σ1 < . . . < σk} ∈� n
k

�
mit ϕ(δ∗k×n(pσ)) = 1 ist nun σ0 := {n− k + 1, . . . , n}, woraus

ker(ϕ ◦ δ∗k×n) = ker δ∗k×n + 〈pσ0 − 1〉

und damit die Behautung folgt.

Die Komposition in 2.2.7 ist die Abbildung

pσ 7−→ s0

kY

i=1

n−k−(σi−i)Y

ν=1

si,ν = s0

Y

n−k−j≥σi−i
si,j

f•ur σ = {σ1 < . . . < σk} ∈
� n
k

�
.

2.2.8 Definition
Es sei

A1
k,n : =

�
χ(σ) : σ ∈

� n
k

�	
⊂ � k×(n−k),

wobei jeweils χ(σ) die k × (n−k) Matrix (χ(σ) ij) mit

χ(σ)ij =

(
1, falls n− k − j ≥ σi − i,
0 sonst

(σ = {σ1 < . . . < σk} ∈
� n
k

�
)

bezeichnet.

Es ist also
A1
k,n × {1} ⊂

� k×(n−k) ⊕ � ∼= � k(n−k)+1

die graduierte Kon�guration zu demin 2.2.7de�nierten K-Algebra-Homomorphismus
K[p] −→ K[s, s0], die ebenfallsX(k, n) de�niert.
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2.2.9 Beispiel
Die Kon�guration A1

2,4 × {1} l•a�t sich durch die Matrix

A1
2,4 =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 1 1 1 1 0

1 1 1 0 0 0

1 1 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1

1

C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
@

1 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
C
C
A

·A2,4

(vgl. 2.2.3(i)), darstellen, wobei die Multiplik ation den in 2.2.7benutzten Homomor-
phismus repr•asentiert, der die Kon�guration A2,4 ⊂

� 2×4 auf A1
2,4×{1} ⊂

� 2×2⊕ �
reduziert.

2.3 Parametrisierung durch Ordnungsideale

Es stellt sich nun heraus, dasssich Begri�e der Ordnungstheoriezur Beschreibung
der Kon�guration A1

k,n eignen.Die folgendenBegri�e werden hier benutzt.

2.3.1 Definition
Es sei (P,≤) eine partielle Ordnung.

(i) Eine Teilmenge C ⊂ P heißt Kette in P , falls alle Elemente in C vergleichbar
sind. Die durch Inklusion partiell geordnete Menge aller Ketten in P wird mit
C(P ) bezeichnet.

(ii) Ein Ideal (Ordnungsideal) in P ist eine Teilmenge I ⊂ P mit der Eigenschaft,
dass für alle u ∈ I gilt:

v ∈ P, v ≤ u =⇒ v ∈ I.

Offenbar ist die Menge der Ideale in P abgeschlossen gegenüber Durchschnitt
und Vereinigung. Der Idealverband von P , also der durch Inklusion gegebene
distributive Verband aller Ideale in P , wird mit I(P ) bezeichnet.

(iii) Eine Teilmenge I ⊂ P heißt Filter in P , falls für alle u ∈ I und alle v ∈ P
aus u ≤ v immer v ∈ I folgt. Der Verband der Filter in P wird mit I(P )
bezeichnet.

(iv) Der charakteristische Vektor zu einem Ideal oder Filter I in P wird mit χ(I)
bezeichnet, wobei χ(I) = (χ(I)u)u∈P ∈ {0,1}P mit

χ(I)u : =

(
1, falls u ∈ I,

0 sonst.

2.3.2 Definition
Mit k × (n−k) wird das Kettenprodukt {1< . . . < k} × {1< . . . < n− k} bezeich-
net, also die durch

(ν, µ) ≤ (i, j) :⇐⇒ ν ≤ i und µ ≤ j

für ν, i ∈ {1, . . . , k} und µ, j ∈ {1, . . . , n− k} definierte partielle Ordnung.
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2.3.3 Proposition
Die Ideale über der partiellen Ordnung k × (n−k) sind genau die Mengen der Form

I(σ) : = {(i, j) : n− k − j ≥ σi − i} (σ = {σ1 < . . . < σk} ∈
� n
k

�
).

Beweis. Ist σ = {σ1 < . . . < σk} und (i, j) ∈ I(σ), so gilt n− k − µ ≥ n− k − j ≥
σi− i ≥ σu−ν f•ur (ν, µ) ≤ (i, j), also(ν, µ) ∈ I(σ). Seiumgekehrt I ∈ I(k × (n−k))
gegeben. F•ur i ∈ {1, . . . , k} sei j(i) das gr•o�te j ∈ {1, . . . , n− k} mit (i, j) ∈ I, falls
so ein j existiert und sonst 0. Mit σi := n − k − j(i) + i gilt dann σ1 ≥ 1 wegen
j(1) ≤ n − k und σk ≤ n wegenj(k) ≥ 0. W•are j(i) < j(i + 1) f•ur ein i < k, so
w•are j(i + 1) > 0, also (i + 1, j(i + 1)) ∈ I und, da I ein Ideal ist, (i, j(i + 1)) ∈ I,
im Widerspruch zur Wahl von j(i). Also gilt stets j(i) + 1 > j(i + 1) und daher
σi < σi+1. F•ur σ := {σ1, . . . , σk} ist dann I(σ) die Menge aller (i, j) mit j ≤ j(i),
also I(σ) = I.

2.3.4 Korollar
Die Matrizen χ(σ) ∈ A1

k,n (s. 2.2.8) sind genau die charakterischen Vektoren χ(I) =
χ(σ) zu den Ordnungsidealen I = I(σ) für σ ∈

� n
k

�
.

Es wird gelegentlich von Ordnungsidealengefordert, dasssie nichtleer sind. Da die
Vektoren χ(σ) + 1 ∈ A1

k,n × {1} die charakteristischen Vektoren zu den nichtleeren
Idealen der Ordnung (k × (n−k)) ∪ {0} mit 0 als kleinstem Element bilden, w•urde
eine entsprechende Korrespondenzauch unter dieser Voraussetzungbestehen.Hier
erweist sich jedoch der Verzicht auf dieseVoraussetzungals vorteilhaft, da die Filter
in einer partiellen Ordnung P so geradedie MengenP \ I f •ur I ∈ I(P ) sind.

2.3.5 Definition+Proposition
Die Konfiguration A1

k,n × {1} mit

A1
k,n : =

�
χ(I) : I ∈ I(k × (n−k))

	
,

die man erhält, indem man in den Matrizen χ(I) in 2.3.4 jede 1 durch eine 0 ersetzt
und umgekehrt, definiert ebenfalls die Torische Varietät X(k, n).

Beweis. Dies ist klar, da A1
k,n × {1} ⊂ {0,1}k(n−k) × {1} graduiert ist, denn man

erh•alt f•ur u = (uσ) ∈ ker 	 (A1
k,n × {1}) und w ∈ k × (n−k) jeweils

X

w∈I(σ)

uσ =
X

w/∈I(σ)

uσ =
X

σ

uσ −
X

w∈I(σ)

uσ = 0,

also ker 	 (A1
k,n × {1}) = ker 	 (A1

k,n × {1}).

Die Korrespondenz 2.3.3 zwischen den Ordnungsidealen •uber k × (n−k) und den
Mengenσ ∈

� n
k

�
erh•alt eineanschauliche Interpretation, wenn man die zu einer Ma-

trix angeordnetenElemente aus k × (n−k) als die Zellen einesviereckigen Gitters,
bestehendaus (k + 1)(n − k + 1) Punkten, verbunden durch k(n− k + 1) vertikale

29



und k(n− k + 1) horizontale Kanten, au�asst:

PSfrag replacements

(1,1)

(2,1)

(k,1)

(1,2)

(2,2)

(k,2)

(1,n−k)

(2,n−k)

(k,n−k)

0

1

A

B

· · ·

· · ·

· · ·

...
...

...

(2.3.6)

Ein Pfad in diesemGitter seiein monotoner Kantenwegvon der linken unteren Ecke
A zur rechten oberen Ecke B desGitters, also eine Folge

� = (K1, . . . ,Kn)

von n Gitterk anten, so dassK1 von A ausgeht, Ki mit Ki+1 f•ur i = 1 . . . n− 1
zusammenh•angt und Kn in B endet. JederPfad ist durch die Indizesder k vertikalen
Kanten charakterisiert, d.h. die Pfade werden durch die Mengenσ ∈

� n
k

�
indiziert:

�( σ) = (K1, . . . ,Kn) :⇐⇒ Kn−i+1 vertikal f•ur i ∈ σ.

Jeder Pfad zerlegt k × (n−k) in zwei Teile, n•amlich in ein Ideal I ∈ I(k × (n−k))
und den zugeh•origen Filter k × (n−k) \ I. Da man umgekehrt zu jedem Ideal auch
einen Pfad als Begrenzungerh•alt, sind die Elemente aus I(k × (n−k)) also genau
die Mengender Form

I(�) : = {u ∈ k × (n−k) : u liegt links bzw. oberhalb von � } . (2.3.7)

Dabei gibt im Pfad �( σ) = (K1, . . . ,Kn) f•ur σ = {σ1 < . . . < σk} die Zahl σi − i
jeweils den Abstand der i-ten vertikalen Kante Kσi vom linken Rand an, so dass

I(σ) = I(�( σ)) (2.3.8)

f•ur σ ∈
�
n
k

�
, mit I(σ) entpsrechend 2.3.3.

2.3.9 Definition
Es sei I(σ) ∈ I(k × (n−k)) zu σ ∈

� n
k

�
gemäß 2.3.3 definiert. Für σ, τ ∈

� n
k

�
sei

σ ≤ τ :⇐⇒ I(σ) ⊂ I(τ ), sowie

σ ∧ τ : = ρ mit I(ρ) = I(σ) ∩ I(τ ) und

σ ∨ τ : = ρ mit I(ρ) = I(σ) ∪ I(τ ).

Ferner sei die Unvergleichbarkeit von σ, τ mit

σ⊥ τ :⇐⇒ σ � τ und τ � σ

notiert.
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Die Korrespondenz2.3.8 zeigt, dassder von I(k × (n−k)) auf
� n
k

�
•ubertragenedis-

tributiv e Verband durch

σ ≤ τ ⇐⇒ σi ≤ τi f•ur i = 1 . . . k, sowie
σ ∧ τ = {min(σ1, τ1), . . . ,min(σk, τk)} und
σ ∨ τ = {max(σ1, τ1), . . . ,max(σk, τk)}

.(2.3.10)

f•ur σ = {σ1 < . . . < σk} , τ = {τ1 < . . . < τk} ∈
� n
k

�
gegeben ist.

2.3.11 Beispiel
F•ur k = 2 und n = 4 entsprechen den Pfaden im Gitter 2.3.6 die 6 Punkte
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Die dazu "komplement •aren" Punkte, die durch Vertauschen von 0 und 1 entstehen
(s. 2.3.5), bilden, jeweils erg•anzt um die zus•atzliche Koordinate 1, die Matrix A1

2,4

im Beispiel 2.2.9 (S.28).

Die Kenntnis der aus den Filtern gebildetenOrdnung I(P ) zu einer partiellen Ord-
nung P l•a�t sich dazu nutzen, die M•oglichhkeiten der Erweiterung von P zu einer li-
nearenOrdnung zu untersuchen. Nach Festlegeneiner Indizierung P = {u1, . . . , um}
parametrisiert die Menge

e(P ) : =
�
π ∈ Sm : ui ≤ uj =⇒ π−1(i) ≤ π−1(j) ∀ i, j = 1 . . . m

	

f•ur π ∈ e(P ) die linearen Erweiterungen
�
uπ(1) ≺π . . . ≺π uπ(m)

	
mit

ui �π uj :⇐⇒ π−1(i) ≤ π−1(j)

der partiellen Ordnung P .

2.3.12 Proposition
Es sei P = {u1, . . . , um} eine partielle Ordnung. Die Zuordnung

π 7−→ Cπ
P : = I((P,�π)) ⊂ I(P )

definiert eine Bijektion zwischen e(P ) und der Menge aller maximalen Filterketten
von P , d.h. der maximalen Elemente in der partiellen Ordnung C(I(P )) (s. 2.3.1).

Beweis. Die m + 1 Filter Iν :=
�
ui : π−1(i) > m− ν

	
, ν = 0 . . . m, der linearen

Ordnung (P,�π) zu π ∈ e(P ) bilden eine Kette, und da �π die partielle Ordnung
≤ erweitert, gilt I((P,�π)) ⊂ I(P ), so dassCπ

P jedenfalls eine maximale Kette in
C(I(P )) bildet.

Sei umgekehrt eine maximale Filterk ette C = {I0 ( . . . ( Ir} ∈ C(I(P )) gege-
ben. In jeder der Mengen Iν \ Iν−1, ν = 1 . . . r, kann man ein u mit u ≯ v f•ur alle
v ∈ Iν \ Iν−1 w•ahlen und erh•alt I := Iν \ {u} ∈ I(P ), denn f•ur v ∈ I und ~v > v
gilt entweder v ∈ Iν−1 und ~v ∈ Iν−1 ⊂ I oder v ∈ Iν \ Iν−1 und u 6= ~v ∈ Iν , also
jeweils ~v ∈ I. WegenIν−1 ⊂ I ( Iν folgt I = Iν−1 aus der Maximalit •at von C, also
jeweils |Iν | = |Iν−1| + 1 und insbesonderer = m, I0 = ∅ und Im = P . Damit ist
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π ∈ e(P ) mit π−1(i) := m− ν + 1 f•ur {ui} = Iν \ Iν−1, i = 1 . . . m, denn ausui ≤ uj
mit {ui} = Iν \ Iν−1 und {uj} = Iµ \ Iµ−1 folgt µ ≤ ν wegenuj ∈ Iµ−1 f•ur µ > ν,
also π−1(i) ≤ π−1(j). Insbesondereist Iν =

�
ui : π−1(i) > m− ν

	
f•ur ν = 0 . . . m,

so dassC = Cπ
P folgt und eine Umkehrung de�niert ist.

2.3.13 Beispiel
Es gibt 5 M•oglichkeiten, die Elemente der partiellen Ordnung 2× (5 − 2), notiert
mit ij f•ur i = 1,2, j = 1,2,3, so anzuordnen, dassdie partielle Ordnung erhalten
bleibt:

11 ≺ 12 ≺ 13 ≺ 21 ≺ 22 ≺ 23,
11 ≺ 12 ≺ 21 ≺ 13 ≺ 22 ≺ 23,
11 ≺ 13 ≺ 21 ≺ 12 ≺ 22 ≺ 23,
11 ≺ 12 ≺ 22 ≺ 13 ≺ 21 ≺ 23,
11 ≺ 13 ≺ 22 ≺ 12 ≺ 21 ≺ 23.

Die 5 linearen Erweiterungen entsprechen mit 2.3.3 gem•a� 2.3.12 den maximalen
Ketten der mit 2.3.9 de�nierten partiellen Ordnung

� 5
2

�
, also den 5 verschiedenen

Wegen, die in dem folgenden Diagramm jeweils in Pfeilrichtung von {1,2} nach
{4,5} f•uhren:

PSfrag replacements

{1,2} {1,3} {1,4} {1,5}

{2,3} {2,4} {2,5}

{3,4} {3,5}

{4,5}

Die Anzahl der monotonen Pfade in einem aus m2 Zellen bestehendenquadrati-
schen Gitter, die keinen Punkt oberhalb der Hauptdiagonalen tre�en, ist bekannt
als die Catalan-Zahl Cm, die mit diversenAbz•ahlproblemenin Zusammenhangsteht
(vgl.z.B. [Sta99]).

2.3.14 Korollar
Die Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung 2× (n − 2) (n ≥ 3)
ist die Catalan-Zahl

Cn−2 =
1

n− 1

�
2(n− 2)
n− 2

�
.

2.4 Eine Basis für das torische Ideal Ik,n

Es wurde implizit bereits gelegentlich von der folgenden linearen Erweiterung der
mit 2.3.9 de�nierten partiellen Ordnung

� n
k

�
Gebrauch gemacht.

2.4.1 Definition
Es bezeichne � die lexikographische Ordnung auf

�
n
k

�
, also die durch

σ ≺ τ :⇐⇒ ∃ i ∈ {1, . . . , k} : σ1 = τ1 . . . , σi−1 = τi−1, σi < τi

für σ = {σ1 < . . . < σk} und τ = {τ1 < . . . < τk} definierte lineare Ordnung. Ent-
sprechend seien die freien Variablen pσ im Polynomring K[p] = K

�
pσ : σ ∈

�
n
k

��

durch
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pσ > pτ :⇐⇒ σ ≺ τ

geordnet.

Die Umkehrung der Ordnung auf den Variablen ist willk •urlich, entspricht aber der
•ublichen Sichtweisex1 > . . . > xm im Polynomring K[x1, . . . , xm]. Die Anordnung
der Variablen erm•oglicht es,den Polynomring K[p] mit einer Termordnung zu ver-
sehenund Ideale durch Gr•obner-Basenzu beschreiben. Einige elementare Begri�e
dazu seienhier zitiert. Eine ausf•uhrliche Behandlung �ndet sich z.B. in [BW93].

2.4.2 Definition+Proposition
Es sei K[x] = K[x1, . . . , xm] ein Polynomring mit Variablenordnung x1 > . . . > xk,
und bezeichne Mm die Halbgruppe der Monome über K[x]. Eine Termordnung >t

auf K[x] ist eine lineare Ordnung auf Mm =
� m mit u >t 0 für alle u ∈ � m und

u >t v =⇒ w + u >t w + v

für alle u,v,w ∈ � m. Jede Termordnung ist eine Wohlordnung und verfeinert die
natürliche partielle Ordnung auf

� m, die der Teilerrelation aufMm entspricht, d.h.
es gilt stets

xu | xv =⇒ xu ≤t xv .

(i) Für ein Polynom 0 6= f ∈ K[x] bezeichnet in t(f ) das Initialmonom, also das
Monom mit dem bzgl. >t maximalen Exponenten. Der Koeffizient des zugehöri-
gen Terms von f heißt Initialkoeffizient. Das Ideal

int(I) : = 〈int(f ) : f ∈ I〉

zu einem ein Ideal I in K[x] heißt Initialideal von I bzgl. <t. Die Monome, die
nicht im Initialideal enthalten sind, werden Standardmonome genannt.

(ii) Eine endliche Teilmenge G ⊂ K[x] mit 0 /∈ G heißt Gröbner-Basis von I bzgl.
>t, falls

int(I) = 〈int(f ) : f ∈ G〉 .
Jede Gröbner-Basis erzeugt I als Ideal.

(iii) Eine Gröbner-Basis G für I bzgl. >t heißt reduziert, falls für alle f ∈ G der
Initialkoeffizient 1 ist und keines der an f beteiligten Monome in dem Ideal
〈int(g) : f 6= g ∈ G〉 enthalten ist. Zu jedem Ideal I 6= 0 gibt es bzgl. einer
Termordnung eine eindeutig bestimmte reduzierte Gröbner-Basis.

2.4.3 Definition
Die graduierte umgekehrt lexikographische Ordnung auf K[x] = K[x1, . . . , xm] mit
Variablenordnung x1 > . . . > xm ist definiert durch

u >dp v :⇐⇒ |u| > |v| oder
�
|u| = |v| und

∃ i ∈ {1, . . . ,m} : um = vm, . . . , ui+1 = vi+1, ui < vi
�

für u = (u1, . . . , um), v = (v1, . . . , vm), wobei |u| = u1 + . . . + um.
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Insbesonderegilt also f•ur 0 6= u,v ∈ � m mit |u| = |v| und supp(u) ∩ supp(v) = ∅
stets

u >dp v ⇐⇒ max supp(u) < max supp(v), (2.4.4)

wobei supp(u) := {i : ui 6= 0} f•ur u = (u1, . . . , um) ∈ � m.

2.4.5 Theorem
Die reduzierte Gröbner-Basis des torischen Ideals Ik,n (s. 2.1.1, S.22) bzgl. >dp ist

Ĝk,n : =
�
pσpτ − pσ∧τpσ∨τ : σ⊥ τ ∈

� n
k

�	
.

Der Beweisst•utzt sich auf die folgendeBeobachtung, die dendurch die Kon�guration
A1
k,n × {1} (s. 2.2.8, S.27) i.S.v. 2.2.2 de�nierten Halbgruppen-Homomorphismus

A1
k,n : = πA1

k,n×{1} : � (nk) // � k×(n−k) ⊕ �

betri�t.

2.4.6 Lemma
Ist u 6= v mit A1

k,nu = A1
k,nv, so enthält supp(u) oder supp(v) ein Paar σ, τ mit

σ⊥ τ .

Beweis. Mit und 2.3.4 entspricht jeder Exponent u mit |u| = d einer Familie
(Iν)ν=1...d von Ordnungsidealenin k × (n−k), wobei jedesdieser Ideale als Teil des
Gitters 2.3.6 durch einen Pfad i.S.v. 2.3.7 begrenzt wird. Die Aussageist nun an-
schaulich klar, wenn man u durch ein dreidimensionalesDiagramm darstellt, indem
man d Gitter •ubereinanderanordnet. Beispielsweiseerh•alt man f•ur k = 3 und n = 7
mit pu = p135p246p247 und pv = p146p237p245 Diagramme der folgendenForm:

PSfrag replacements

A

B

u :

v :

PSfrag replacements

A

B
u :

v :

Der zu u ∈ k × (n−k) geh•orige Koe�zien t von A1
k,nu ist die Anzahl der Ideale

Iν mit u ∈ Iν , und supp(u) enth •alt genau dann kein Paar σ⊥ τ , wenn die Iν alle
durch Inklusion vergleichbar sind, d.h. wennu durch ein Diagramm ohne •Uberh•ange
darstellbar ist. Dies kann f•ur u 6= v mit A1

k,nu = A1
k,nv nicht f•ur u und v zugleich

der Fall sein.

Die Ausf•uhrung desBeweisesvon 2.4.5 wird nun von [GL96](Th. 4.2)1 adaptiert.

Beweis von 2.4.5. Zun•achst ist mit der Darstellung 2.3.10 des distributiv en Ver-
bandes

� n
k

�
klar, dass Ĝk,n in Ik,n enthalten ist. F•ur σ, τ gilt au�erdem genaudann

pσpτ 6= pσ∧τpσ∨τ , wenn σ⊥ τ . Wegen σ ∨ τ � σ und τ � σ ∧ τ f•ur alle σ⊥ τ
gilt nach (2.4.4) au�erdem f•ur σ⊥ τ immer pσpτ >dp ps∧τpσ∨τ . Ĝk,n ist also eine
Gr•obner-Basis,wenn eszu jedem 0 6= f ∈ Ik,n ein Paar σ, τ mit σ⊥ τ gibt, so dass

1[GL96] sortiert die Variablen pσ in umgekehrter Reihenfolge und erhält daher ein entsprechen-
des Ergebnis für die lexikographische Termordnung.
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pσpτ | indp(f ). Dies folgt aus Lemma 2.4.6, sobald indp(f ) = indp(pu − pv ) f•ur ein
pu − pv mit A1

k,nu = A1
k,nv. Nach 2.2.2(i) hat f eine Darstellung

f =
sX

i=1

ci(pu i − pv i), 0 6= ci ∈ K, A1
k,nui = A1

k,nvi f•ur i = 1 . . . s,

und man kann s ≥ 1 mit dieserEigenschaft minimal w•ahlen. Angenommen,in der
resultierendenDarstellung

f =
sX

i=1

aip
u i +

sX

i=1

bip
v i , ai, bi ∈ K f•ur i = 1 . . . s

ist ai = 0 f•ur ein i ∈ {1, . . . , s}. Dann ist entweder ci = cj und ui = vj oder ci = −cj
und ui = uj f•ur ein j 6= i, also

ci(pu i − pv i) + cj(pu j − pv j ) = ci(pu i − pv i) oder

ci(pu i − pv i) + cj(pu j − pv j ) = ci(pv j − pu i),

was jeweils der Minimalit •at von s widerspricht. Also ist ai 6= 0 und analog auch
bi 6= 0 f•ur i = 1 . . . s, und daher indp(f ) = indp(pu i − pv

j ) f•ur ein i und Ĝk,n eine

Gr•obner-Basis.Dass Ĝk,n reduziert ist, ist klar.

2.4.7 Korollar
Das Initialideal des torischen Ideals Ik,n bzgl. der graduierten umgekehrt lexikogra-
phischen Ordnung ist das quadratfreie Monomideal

indp(Ik,n) =


pσpτ : σ⊥ τ ∈

� n
k

��
.

Allgemein entsprechendie quadratfreien Monomidealeim Polynomring K[x1, . . . , xm]
den Simplizialkomplexen auf der Indexmenge S = {1, . . . ,m} (vgl. z.B. [MS04],
Th.1.7). Einem Simplizialkomplex � ordnet man dabei das Stanley-Reisner-Ideal

I∆ : = 〈xi1 · · · xit : {i1, . . . , it} /∈ � 〉

zu, dessenminimale Erzeugermengeaus den Monomen xi1 · · · xit zu den minimalen
Nicht-SeitenH = {i1, . . . , it} von � besteht, d.h. denTeilmengenH ⊂ S mit H /∈ �,
so dassF ∈ � f•ur jede echte TeilmengeF von H gilt. Speziell bilden also stets die
Ketten •uber einer endlichen partiellen Ordnung P einen Simplizialkomplex � P :=
C(P ) mit Stanley-Reisner-Ideal

I∆P
= 〈xuxv : u, v ∈ P , u � v und v � u〉 ⊂ K[xu : u ∈ P ].

Bez•uglich eines beliebigen Ideals und einer Termordnung nennt man den Simpli-
zialkomplex, dessenStanley-Reisner-Idealdas Radikal des Initialideals bildet, den
zugeh•origen Initialkomplex.

2.4.8 Korollar+Definition
Der Initialkomplex zum torischen Ideal Ik,n bzgl. der umgekehrt graduierten lexiko-
graphischen Ordnung ist der Kettenverband

� k,n : = C(
�
n
k

�
) = C(I(k × (n−k))) .
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Die FacettendesKomplexes� k,n sind die maximalen Filterk etten •uber der partiellen
Ordnung

� n
k

�
, die mit 2.3.12den linearen Erweiterungenvon k × (n−k) entsprechen.

Eine allgemeineFormel f•ur ihre Anzahl liegt nicht unmittelbar auf der Hand und
wird in 2.6 angegeben, w•ahrend sich die Anzahl der minimalen Nicht-Seiten des
Komplexes � k,n leicht bestimmen l•a�t.

2.4.9 Proposition
Die Anzahl der Paare (σ, τ ) mit σ, τ ∈

� n
k

�
und σ � τ ist

� n
k−1

�� n
k+1

�
.

Beweis. Zu einem Paar von zwei Mengen {a1, . . . , ak−1} und {b1, . . . , bk+1} mit
1 ≤ a1 < . . . < ak−1 ≤ n und 1 ≤ b1 < . . . < bk+1 ≤ n sei r ∈ {1, . . . , k − 1}
der kleinste Index mit br > ar, falls so ein r existiert, und r = k sonst. Dann ist
σ, τ ∈

� n
k

�
mit

σ : = {b1, . . . , br−1, ar+1, . . . , ak+1} und τ : = {a1, . . . , ar, br, . . . , bk−1} ,

denn es gilt r = 1 oder br−1 < ar+1, da r > 1 und br−1 ≥ ar+1 > ar−1 im Wi-
derspruch zur Wahl von r st•unde. Nach Umbenennung mit σ = {σ1 < . . . < σk}
und τ = {τ1 < . . . < τk} ist insbesondereσi = bi ≤ ai = τi f•ur alle i < r und
σr = ar+1 > ar = τr, d.h. man �ndet r umgekehrt in σ, τ mit σ � τ als den kleins-
ten Index mit σr > τr wieder, so dass eine Umkehrung de�niert und somit eine
Bijektion zwischen den fraglichen Mengenerkl•art ist.

Da die lexikographische Ordnung≺ einelineare Erweiterung der partiellen Ordnung
< auf

�
n
k

�
ist, ist die Menge aller Paare (σ, τ ) mit τ ≺ σ in der Menge aller Paare

(σ, τ ) mit σ � τ enthalten, und die Di�erenz beider Mengen parametrisiert die
quadratischen Monome pσpτ mit σ⊥ τ .

2.4.10 Korollar
Die minimale Anzahl von Erzeugern des Ideals Ik,n ist

�
�
�Ĝk,n

�
�
� =

�
n

k − 1

��
n

k + 1

�
−

� � n
k

�

2

�
.

2.4.11 Bemerkung
Wie man der Argumentation entnimmt, wird f•ur die Aussagenin diesemAbschnitt
nur benutzt, dassdie lexikographische Ordnung ≺ auf

�
n
k

�
eine lineare Erweiterung

der partiellen Ordnung < bildet, so dass man die selben Ergebnisseauch mit je-
der anderen Anordnung der Variablen des Polynomrings K[p] erh•alt, sofern sie die
partielle Ordnung < erweitert.

2.5 Das Ordnungspolytop Pk×(n−k)

Es soll nun gezeigtwerden,dassmit X(k, n) tats•achlich eineTorische Variet•at i.S.v.
1.3.4 (S.17) vorliegt. Au�erdem soll die beschriebeneKonstruktion zu der Torischen
Variet•at P (k, n) in [BCKS98] in Beziehung gesetztwerden.

Die Charakterisierung 2.3.5 (S.29) der Kon�guration A1
k,n durch die Filter der

partiellen Ordnung k × (n−k) besagt, dass die konvexe H•ulle dar•uber ein soge-
nanntes Ordnungspolytop bildet. Der Begri� des Ordnungspolytops und die hier
erw•ahnten Eigenschaften werden bei [Sta86] diskutiert. Als Referenz zur Theorie
der konvexen Polytope dient [Gr •u67].
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2.5.1 Definition
Es sei (P,≤) eine endliche partielle Ordnung mit Indizierung P = {u1, . . . , um}. Das
Ordnungspolytop zu P ist das konvexe Polytop P(P,≤) ⊂ 
 P (bzw. PP , falls keine
Verwechslungsgefahr besteht) mit

PP : =
�

(xu)u∈P ∈ [0,1]P : u ≤ v =⇒ xu ≤ xv ∀u, v ∈ P
	

.

2.5.2 Proposition
Es sei P = {u1, . . . , um} eine partielle Ordnung. Die Ecken des Ordnungpolytops
PP sind die Punkte der Konfiguration

AP : = {0,1}P ∩ PP =
�
χ(I) : I ∈ I(P )

	
⊂ � P .

Die Menge C(I(P )) aller Filterketten über P bildet außerdem eine Triangulierung
der Konfiguration AP , also einen Simplizialkomplex, dessen Facetten die durch die
linearen Erweiterungen e(P ) ⊂ Sm von P parametrisierten maximalen Filterketten

CπP = I((P,�π))

für π ∈ e(P ) (s. 2.3.12, S.31) sind. Dies bedeutet folgendes:

(i) Für π ∈ e(P ) ist das Ordnungspolytop PπP := P(P,�π) zur linearen Erweiterung
�π ein m-Simplex über den m + 1 Ecken in AπP := A(P,�π).

(ii) PP =
S
π∈e(P ) PπP .

(iii) Für π 6= ~π ∈ e(P ) ist PπP ∩ P π̃P eine gemeinsame Seite von PπP und P π̃P .

Beweis. Zun•achst ist klar, dassdie 0/1-Vektoren in PP genaudie charakteristischen
Vektoren zu den Filtern in P sind. WegenPP ⊂ [0,1]P k•onen dies auch nur Ecken
an PP sein.

F•ur π ∈ e(P ) de�niert die lineare Ordnung �π einen Isomorphismus 
 P ∼= 
 m,
sodassdie Punkte χ(I) f•ur ∅ 6= I ∈ Cπ

P entsprechend der Kette sortiert einem×m-
Matrix (aij) mit aij = 1 f•ur i ≥ j und aij = 0 f•ur i < j bilden. Damit ist klar, dass
PπP ein m-Simplex ist, dessenSeiten den Teilmengen von AπP entsprechen. womit
(i) gezeigt ist. Da (ii) klar ist, folgt daraus auch, dass alle Ecken von PP in AP
enthalten sind. Die Punkte im Schnitt zweier SimplizesPπP und P π̃P sind genaudie
Punkte in PP , die in dem von π und ~π bestimmten Hyperebenenschnitt liegen, sie
bilden also eine Seite an PπP und P π̃P , womit auch (iii) klar ist.

2.5.3 Korollar
Die konvexe Hülle über der Konfiguration A1

k,n ist das Ordnungspolytop Pk×(n−k).
Die zugehörige Triangulierung ist der Initialkomplex � k,n des torischen Ideals Ik,n
bzgl. der umgekehrt graduierten lexikographischen Termordnung (s. 2.4.8).

Der Initialk omplex � t zu einer Termordnung t und einemtorischen Ideal IA, dasaus
einer Kon�guration A = {a1, . . . ,am} ⊂

� d resultiert, ist immer auch eine reguläre
Triangulierung der Kon�guration A, d.h. esgibt einen Vektor ω ∈ 
 m, so dassdie
mit ω in eine h•ohereDimension geliftete Kon�guration

Â : = {(ai, ωi) : ai ∈ A} ⊂ 
 d+1
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durch Projektion auf die erstend Koordinaten die Triangulierung � t induziert. (vgl.
[Stu95], Lec.8, insbes.Th.8.3).

Man kann die Triangulierung der Kon�guration A1
k,n auch alseineTriangulierung

der graduierten Kon�guration A1
k,n × {1} betrachten, und als solche ist sie nicht

nur regul•ar, sondern auch unimodular, d.h. jeder der beteiligten Simplizes hat das
Volumen 1. Dies ist klar, da dasVolumen jeweils der Betrag der Determinante einer
Matrix ist, deren Zeilen sich zu einer Dreiecksmatrix mit 1en in der Diagonalen
sortieren lassen.

2.5.4 Korollar
Folgende Zahlen stimmen überein:

(i) Die Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung k × (n−k).

(ii) Die Anzahl der maximalen Ketten in der partiellen Ordnung
� n
k

�
.

(iii) Das Volumen des Polytops conv(A1
k,n × {1}).

(iv) Der Grad der projektiven Varietät X(k, n).

Die •Ubereinstimmung von (i) und (ii) wurde in 2.3.12festgestellt, und mit 2.5.2 ist
diesdie Anzahl der Einheits-Simplizes,in die sich conv(A1

k,n×{1}) unter � k,n zerlegt.
Der Grad der projektiv enVariet•at X(k, n) ist dask(n−k)!-fache desLeitkoe�zien ten
desHilbert-Polynoms

hX(k,n)(m) = dimK H
0(X(k, n), OX(k,n)(m)) (m ∈ � ),

dessen•Ubereinstimmung mit (iii) in [Stu95](Th.4.16) gezeigtwird.
Wie [Stu95](Prop. 13.15) bemerkt, folgt aus der Unimodularit •at der regul•aren

Triangulierung einer graduierten Kon�guration au�erdem, dassdie zugeh•orige To-
rische Variet•at projektiv normal ist1: die aus den Simplizes der Triangulierung ge-
wonnenenMatrizen sind mit Determinanten ±1 invertierbar •uber

�
, so dassjeder

in pos(A) ∩ � A enthaltene Vektor in seinemKegel eine eindeutige Darstellung hat
und daher in

� A liegt.

2.5.5 Korollar
Die Varietät X(k, n) ist projektiv normal. Insbesondere ist X(k, n) eine Torische
Varietät i.S.v. 1.3.4.

Ein durch seine Eckpunkte de�niertes konvexes Polytop hat eine alternative Be-
schreibung als System von Ungleichungen, bzw. als Durchschnitt von Halbr •aumen.
Insbesondereergibt sich dieseBeschreibung f•ur ein Ordnungspolytop direkt aus der
zugrundeliegendenpartiellen Ordnung. F•ur u, v ∈ k × (n−k) sei

ul v :⇐⇒ u < v und esgibt kein w mit u < w < v,

also (i, j) l (ν, µ) genaudann, wenn entweder ν = i + 1 oder µ = j + 1. Die Menge

Q1 : = {(u, v) : ul v ∈ k × (n−k)} ∪ {(0, (1,1)), ((k, n− k),1)}
1[Stu95] zeigt, dass bereits die Existenz einer Termordnung mit quadratfreiem Initialideal die

projektive Normalität impliziert.
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ist die kleinste Relation auf der Menge(k × (n−k)) ∪ {0, 1}, deren transitiv en Ab-
schluss die partielle Ordnung k × (n−k), erweitert um 0l (1,1) und (k, n− k) l 1,
bildet. F•ur ρ = (u, v) ∈ Q1 bezeichneHρ die Hyperebenein 
 k×(n−k), die den durch
die zugeh•orige Ungleichung de�nierten Halbraum begrenzt, d.h.

Hρ : =

8
><

>:

{x1,1 = 0} , falls u = 0,

{xk,n−k = 1} , falls v = 1,

{xu = xv} , falls ul v ∈ k × (n−k),

(2.5.6)

bzw., unter der Einbettung in den Raum 
 {0} ⊕ 
 k×(n−k) ⊕ 
 {1} ∼= 
 k(n−k)+2:

Hρ = {x0 = 0} ∩ {x1 = 1} ∩ {xu = xv} .

Da die durch Q1 parametrisierten Ungleichungen voneinander unabh•angig sind,
erh•alt man direkt:

2.5.7 Proposition
Die Facetten des Ordnungspolytops Pk×(n−k) sind die Polytope

Fρ : = Hρ ∩ Pk×(n−k)

für ρ ∈ Q1.

Die MengeQ1 enth•alt die Kanten einesgerichteten Graphen Qk,n := (Q0, Q1) mit
Eckenmenge

Q0 : = (k × (n−k)) ∪ {0, 1} ,

der zusammenmit dem Gitter 2.3.6 (S.30) in folgenderWeiseein Diagramm bildet:

PSfrag replacements

(1,1)

(2,1)

(k,1)

(1,2)

(2,2)

(k,2)

(1,n−k)

(2,n−k)

(k,n−k)

0

1

A

B

· · ·

· · ·

· · ·

...
...

...

(2.5.8)

Insbesonderekreuzen also die gerichteten Kanten ρ ∈ Q1 jeweils genaueine von
�
�Q1

�
� = k(n− k − 1) + 1

| {z }
vertikal

+ (k − 1)(n− k) + 1
| {z }

horizontal

= 2(k − 1)(n− k − 1) + n

Gitterk anten. Eine allgemeinereForm des Diagramms 2.5.8 wird in [BCKS98] un-
tersucht.
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2.5.9 Lemma
Es sei für σ ∈

� n
k

�
mit Q1(σ) die Menge aller gerichteten Kanten ρ ∈ Q1 bezeichnet,

die den Pfad �( σ) (2.3.7) im Diagramm 2.5.8 kreuzen, also

Q1(σ) =

8
><

>:

{((k, n− k),1)} , falls σ = {1, . . . , k},
{(0, (1,1))} , falls σ = {n− k + 1, . . . , n},
�

(u, v) : u ∈ I(σ), v ∈ I(σ)
	

sonst.

Die in einer Facette Fρ an Pk×(n−k) enthaltenen Ecken sind die Punkte

A1
k,n ∩ Fρ =

�
χ(σ) : ρ /∈ Q1(σ)

	
.

Die Beobachtung 2.5.9bedarf keinesBeweises.Man erh•alt alsoeineFacetten-Ecken-
Inzidenztabelle des Ordnungspolytops, indem man zu jeder Ecke χ(σ) die Kanten
ρ ∈ Q1 notiert, die der Pfad �( σ) kreuzt. Die zugeh•origen Facetten Fρ sind dann
genaudiejenigenFacetten, die nicht mit χ(σ) inzident sind.

Das SystemQk,n = (Q0, Q1) ist ein Köcher ohne gerichtete Zyklen1, oder auch
ein Netzwerk mit Quelle0 und Senke1. Die Inzidenzmatrix zum gerichteten Graphen
Qk,n stellt die Randabbildung im Kettenkomplex � k,n als Homomorphismus

IQk,n :
� Q1 // � Q0 , eρ 7−→ εh(ρ) − εt(ρ),

von freien abelschen Gruppen dar, wobei eρ f•ur ρ ∈ Q1 und εu f•ur u ∈ Q0 jeweils
die Elemente der Standardbasenbezeichnen, und die Funktionen h, t : Q1 −→ Q0,
einer gerichteten Kante ρ jeweils head und tail zuordnen,alsoh(ρ) = v und t(ρ) = u
f•ur ρ = (u, v) ∈ Q1. Insbesonderegilt also

IQk,n(eρ1 + . . . + eρs) = εh(ρs) − εt(ρ1)

f•ur jeden gericheteten Weg (ρ1, . . . , ρs) in Qk,n, so dass die Komposition ∂k,n :=
π0 ◦ IQk,n surjektiv ist, wobei π0 als nat•urliche Projektion durch die exakte Sequenz

0 // � =
� {0} // � Q0

π0 // N ′ :=
� k×(n−k) ⊕ � {1} // 0

de�niert ist. Da man jeden Punkt u ∈ k × (n−k) durch einen gericheteten Weg
in Q1 von 0 aus erreichen kann, ist sogar πI ◦ ∂k,n f•ur jedes Ordnungsideal I ∈
I(k × (n−k)) mit der entsprechenden Projektion πI : N ′ �

� I surjektiv. Mit M ′

als dualer Gruppe zu N ′ = Hom 	 (M ′,
�

) bedeutet die Surjektivit •at

πk×(n−k) ◦ ∂k,n :
� Q1 // // N ∼= � k×(n−k) , (2.5.10)

dassN � als 
 -Vektorraum von den Normalen nρ := πk×(n−k) ◦ ∂k,n(eρ) auf den
Facetten Fρ an Pk×(n−k) erzeugt wird. Das sind die Vektoren nρ ∈ N mit

nρ : =

8
><

>:

ε1,1, falls t(ρ) = 0,

−εk,n−k, falls h(ρ) = 1,

εh(ρ) − εt(ρ), sonst.

1vgl.z.B. [Hil03]
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Dies sind die primitiven Elemente des Normalenf•achers � k,n in N � •uber Pk×(n−k),
wobei

Pk×(n−k) =
\

ρ∈Q1

{m ∈M � : 〈m, nρ 〉 ≥ aρ} (2.5.11)

mit geeignetenaρ ∈
�

, hier also aρ = 1 f•ur h(ρ) = 1 und aρ = 0 sonst. �( k, n)
besteht aus den Normalenkegeln

N (F ) =
�
u ∈ N � : 〈m, u 〉 ≥ 0 ∀m ∈ Pk×(n−k), 〈m, u 〉 = 0 ∀m ∈ F

	

zu den SeitenF anPk×(n−k), und bildet einenvollst•andigenrationalen polyedrischen
F•acher i.S.v. 1.3.4 (S.17), aus dem eine k(n − k)-dimensionale projektiv e Torische
Variet•at XΣ(k,n) hervorgeht 1. Der Normalenf•acher ist kombinatorisch dual zum Po-
lytop, wobei insbesonderedie Kanten in �( k, n) von den primitiv en Elementen nρ
erzeugt werden und die Ecken des Polytops die maximalen Kegel in �( k, n) und
damit eine •Uberdeckung von XΣ(k,n) durch a�ne Torische Variet•aten indizieren.
Die folgendeBeobachtung zeigt, dassjeweils der a�ne Koordinatenring K[c∨σ ∩M ]
zu einem maximalen Kegel cσ in �( k, n) als Halbgruppenalgebra mit dem Koor-
dinatenring der a�nen Torischen Variet•at zur lokalen Kon�guration A1

k,n − χ(σ)
•ubereinstimmt, und aus der Diskussion in [Stu95] (Lec.13, insbes.L.13.8) geht her-

vor, dass daraus die Isomorphie beider Variet•aten in ihrer Einbettung in
� (nk)−1

folgt.

2.5.12 Proposition
Für σ ∈

� n
k

�
wird die Halbgruppe c∨σ ∩ M von der Menge

A1
k,n − χ(σ) : =

�
χ(τ ) − χ(σ) : χ(τ ) ∈ A1

k,n

	

erzeugt, wobei cσ := N (χ(σ)) den k(n − k)-dimensionalen Normalenkegel über der
Ecke χ(σ) an Pk×(n−k) bezeichnet.

Beweis. Es sei (a(u, τ ))u,τ die ausA1
k,n − χ(σ) gebildete Matrix, also

a(u, τ ) =

8
><

>:

+1, falls u ∈ I(τ ) \ I(σ),

−1, falls u ∈ I(σ) \ I(τ ),

0 sonst.

(u ∈ k × (n−k), τ ∈
�
n
k

�
)

Zu zeigenist, dasssich z ∈ c∨σ ∩
� k×(n−k) aus dieser Matrix mit Koe�zien ten in

�
darstellen l•a�t. Der Kegel cσ wird von den primitiv en Elementen nρ zu den Facetten
Fρ an Pk×(n−k) erzeugt, die mit der Ecke χ(σ) inzident sind. Mit 2.5.9 bedeutet

z = (zu)u ∈ c∨σ daher zu ≤ zv f•ur alle (u, v) /∈ Qk,n
1 (σ) mit u l v ∈ k × (n−k) und

au�erdem z(1,1) ≥ 0 falls σ 6= {n− k + 1, . . . , n} und z(k,n−k) ≤ 0 falls σ 6= {1, . . . , k}.
Daraus folgt

zu

(
≥ 0 f•ur u ∈ I(σ)

≤ 0 f•ur u /∈ I(σ)
.

Esbezeichne≺ die zeilenweiselineareErweiterung der partiellen Ordnung k × (n−k):

1Ein d-dimensionales konvexes Polytop in 
 d mit Ecken in � d definiert durch seinen Norma-
lenfächer immer eine d-dimensionale projektive Torische Varietät. ([Cox03], Lec.12).
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(i, j) ≺ (ν, µ) :⇐⇒ i < ν oder (i = ν und j < µ).

F•ur u /∈ I(σ) sei τ (u) ∈
� n
k

�
der Index zum Filter {v : u � v}. Man erh•alt

a(v, τ (u)) =

(
1, falls v � u und v /∈ I(σ),

0 sonst.
(v ∈ k × (n−k))

Analog ergibt sich f•ur u ∈ I(σ) mit τ (u) zum Filter {v : u ≺ v} auch a(v, τ (u)) = −1
f•ur alle v mit u � v ∈ I(σ) und a(v, τ (u)) = 0 sonst. Zerlegt man also die Matrix
(a(u, τ ))u,τ in die Zeilen zu u ∈ I(σ) einerseitsund die zu u /∈ I(σ) andererseits,
so erh•alt man durch Anordnung der Zeilen entsprechend ≺ innerhalb der beiden
Teile und geeigneteAnordnung der Spalten τ (u) mit m := |I(σ)| eine quadratische
Untermatrix b(i, j)i,j mit

b(i, j) =

8
><

>:

−1, falls i ≤ j ≤ m,

+1, falls j ≥ i > m,

0 sonst.

(i, j = 1 . . . k(n− k))

Damit existiert eine L•osungin
� (nk) f•ur das fragliche Gleichungssystem.

2.5.13 Korollar
Die Torischen Varietäten X(k, n) = Proj K[p]/Ik,n und XΣ(k,n) stimmen überein.

XΣ(k,n) ist die Torische Variet•at P (k, n), die in [BCKS98] untersucht wird, wo auch
explizit die Isomorphie zu X(k, n) nachgewiesenwird (Th.3.2.13).

2.5.14 Bemerkung
Die exakte Sequenz

0 // Z // � Q1 // N // 0

mit Z := ker(πk×(n−k) ◦ ∂k,n) ⊂ � Q1 (s. 2.5.10) induziert eine exakte Sequenz

1 // T // � Q1 // � k×(n−k) // 1 ,

wobei hier die Identit •at
� Q1 =

� Q1 ⊗ 	 K∗ zugrunde gelegt ist, so dasssich insbe-
sondere(x⊗ t) ∈ � k×(n−k) = N ⊗ 	 K∗ als GruppenhomomorphismusM −→ K∗ mit
m 7−→ t〈m,x 〉 schreiben l•a�t, womit die induzierte Abbildung

� Q1 �
� k×(n−k) sich

in der Form

(µρ)ρ 7−→
� Y

ρ

µ
〈 εu , nρ 〉
ρ

�

u
=

� � Y

h(ρ)=u

µρ
�� Y

t(ρ)=u

µρ
� −1

�

u

darstellt, und man als Kern die Untergruppe

T =
n

(µρ)ρ :
Y

ρ

µ
〈m ,nρ 〉
ρ = 1 ∀m ∈M

o
⊂ ∈ � Q1

erh•alt. Die durch 2.5.13gegebeneBeschreibung vonX(k, n) durch denF•acher �( k, n)
gibt dazuAnlass,denKoordinatenring, denman bisheralsUnteralgebra in K[s, s0] ⊂
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K[M ′] (s. 2.2.7, S.27) gesehenhat, durch homogeneKoordinaten in den Facetten-
Variablen xρ f•ur ρ ∈ Q1 zu beschreiben. Zu σ ∈

� n
k

�
ist

mσ : =
Y

χ(σ)/∈Fρ
xρ =

Y

ρ∈Q1(σ)

xρ ∈ K
�
xρ : ρ ∈ Q1

�
,

das Eckenmonom, und man erh•alt X(k, n) als Quotienten U/T mit der o�enen
Teilmenge

U : =
[

σ

D(mσ) ⊂ � Q1 ,

wobei die Einbettung
� k×(n−k) ⊂ X(k, n) durch die Inklusion

� Q1 ⊂ U mit
� k×(n−k) ∼=� Q1/ T induziert wird (s. [Cox03]).

2.5.15 Beispiel
Das Ordnungspolytop P4×(4−2) ⊂ 
 2×2 ist die L•osungsmengedesSystems

0≤ x11, x11 ≤ x12 ≤ x22, x11 ≤ x21 ≤ x22, x22 ≤ 1,

von 6 Ungleichungen, und man erh•alt die folgendeFacetten-Ecken-Inzidenztabelle,
wobei die Inzidenz durch 0 und die Nicht-Inzidenz durch 1 gekennzeichnet ist, so
dassdie Spalten die Exponenten der Ecken-Monomeaus 2.5.14bilden:

χ({1,2}) χ({1,3}) χ({1,4}) χ({2,3}) χ({2,4}) χ({3,4})
F(0,11) 0 0 0 0 0 1
F(11,12) 0 0 0 1 1 0
F(12,22) 0 1 1 0 0 0
F(11,21) 0 0 1 0 1 0
F(21,22) 0 1 0 1 0 0
F(22,1) 1 0 0 0 0 0

DiesesvierdimensionalePolytop hat ferner 13 Kanten und 13 zweidimensionaleSei-
ten. Durch geeigneteProjektion der Kanten auf eineder dreidimensionalenFacetten
erh•alt man alsSchlegel-Diagramm(s. [Gr •u67]3.3.3),einenOktaeder mit zus•atzlicher
Kante:

PSfrag replacements

χ({1,2})

χ({1,3})
χ({1,4})

χ({2,3})
χ({2,4})

χ({3,4})

PSfrag replacements

χ({1,2})
χ({1,3})
χ({1,4})
χ({2,3})
χ({2,4})
χ({3,4})

{1,2}

{1,3}

{1,4}

{2,3}

{2,4}

{3,4}

Dem Hasse-Diagrammder Ordnung
� 4

2

�
entnimmt man, auswelchen Eckpunkten die

beiden Simplizesder regul•aren Triangulierung � 2,4 gebildet sind.
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2.6 Der Grad von X(k, n)

In 2.5.4 (S.38) wurde festgestellt, dassder Grad der Torischen Variet•at X(k, n) mit
der Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung k × (n−k) •uberein-
stimmt. Dies ist zum Beispiel auch, zu gegebener Termordnung, die Anzahl der
m•oglichen Anordungen der Terme in einem Produkt aus einem Polynom mit k und
einemmit n−k Termen.F•ur denFall k = 2 ist siealsCatalan-Zahl gegeben (s.2.3.14,
S.32), und es wird nun gezeigt, dasssich eine allgemeineFormel, mithin also eine
Catalan-Zahl f•ur Gitter h•oherer Dimension, aus einer bekannten Formel gewinnen
l•a�t.

2.6.1 Theorem
Der Grad der Torischen Varietät X(k, n) ist

degX(k, n) =
�
k(n− k)

�
!
kY

i=1

(k − i)!
(n− i)! .

Es wird die Hook-Längen-Formel f•ur Standard-Young-Tableaux benutzt und daf•ur
zun•achst kurz die zugeh•orige Terminologie zusammengefasst(s. [Ful97]).

Mit einer Partition λ = (λ1, . . . , λm) der Zahl |λ| := λ1 + . . . + λm ∈
�

mit
λ1 ≥ . . . ≥ λm > 0 assoziiertman ein Young-Diagramm. Das ist eineTabelle von |λ|
Zellen in m Zeilen, sodassin der i-ten Zeile (von oben gez•ahlt) linksseitig ausgerich-
tet λi Zellen stehen. Eine Nummerierung des Young-Diagramms ist eine Belegung
der Zellen mit nat•urlichen Zahlen, und ein Young-Diagramm zusammen mit ei-
ner Nummerierung hei�t Young-Tableau. Ein Young-Tableauhei�t Standard-Young-
Tableau, wenn die Nummerierung durch 1 . . . |λ| erfolgt und sowohl Zeilen als auch
Spalten von links nach rechts, bzw. von oben nach unten, ansteigendnummeriert
sind. Beispielsweisesind folgendeTabellen Standard-Young-Tableaux zur Partition
8 = 4 + 3 + 1:

PSfrag replacements

1 4 6 8

2 5 7

3

PSfrag replacements

1
4
6
8
2
5
7
3

1 2 5 6

3 4 8

7

Es wird mit λ auch die Menge aller Zellen des zugeh•origen Young-Diagrammsbe-
zeichnet. Zu einer Zelle z ∈ λ ist a(z) die Anzahl der Zellen rechts von z und l(z)
die Anzahl der Zellen unterhalb von z. Die Hook-Länge zu einer Zelle z ist

h(z) : = a(z) + l(z) + 1.

Die Anzahl fλ der Standard-Young-Tableaux zur Partition λ ist durch die Hook-
L•angen-Formel

fλ =
|λ|!

Q
z∈λ h(z)

(2.6.2)

gegeben. DieseFormel wird z.B. in [PS92] bewiesen.

Beweis von 2.6.1. Man bilde die Paare (i, j) ∈ k × (n−k) durch die Zuordnung
(i, j) 7−→ ν(i, j) := (i− 1)(n− k) + j auf die Zahlen 1 . . . k(n− k) ab und schrei-
be sie in eine k × (n−k) Matrix, etwa ν(i, j) an die Stelle (r, s). Die Zuordnung
(i, j) 7−→ (r, s) ist dann eine Permutation von k × (n−k), die genau dann die par-
tielle Ordnung k × (n−k) erh•alt, wenn die Zahlen ν(i, j) zeilen- und spaltenweise
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ansteigendangeordnetsind. Die Standard-Young-Tableaux zur Partition k(n−k) =
(n− k) + . . . + (n− k) entsprechen also den linearen Erweiterungenvon k × (n−k),
so dass ihre Anzahl durch die Formel 2.6.2 f•ur λ = (n − k, . . . , n − k) beschrieben
wird.

F•ur die Zellen z = (ν, µ) ∈ k × (n−k) ist a(ν, µ) = n−k−µ und l(ν, µ) = k− ν,
also ist h(ν, µ) = n − ν − µ + 1 die Hook-L•ange. Substitution von i = k − ν und
j = n− ν − µ + 1 in der Formel 2.6.2 ergibt

Y

(ν,µ)∈k×(n−k)

h(ν, µ) =
k−1Y

i=0

n−k+iY

j=i+1

j =
kY

i=1

(n− i)!
(k − i)! ,

also die Formel 2.6.1.
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3 Degeneration der Grassmannschen

3.1 Die klassischen Plücker-Relationen

Es sollen hier Erzeuger des Pl •ucker-Ideals Ik,n (s. 1.2.10, S.14), die sogenannten
Plücker-Relationen, explizit hergeleitet werden. Dazu wird wie in 1.1 von einem
n-dimensionalenK-Vektorraum V ausgegangenund die Pl •ucker-Einbettung 1.1.15
(S.10)

Pk,V : G(k, V ) � � // � V k V

zugrunde gelegt. Wie in 1.1 (S.8� ) bereits ausgef•uhrt wurde, bilden zu jeder Basis
(v1, . . . , vn) von V die Multiv ektoren

vσ : = vσ1 ∧ . . . ∧ vσk
f•ur σ = {σ1 < . . . < σk} ∈

� n
k

�
(nach Anordnung) eine Basis von

V k V , wobei hier
gelegentlich vσ mit vσ1...σk notiert wird. Insbesonderegilt f•ur v1, . . . , vk ∈ V

v1 ∧ . . . ∧ vk 6= 0 ⇐⇒ {v1, . . . , vk} linear unabh•angig,

sowie
vπ(1) ∧ . . . ∧ vπ(k) = sgn(π) v1 ∧ . . . ∧ vk

f•ur jede Permutation π ∈ Sk. Allgemeiner ist f•ur r, s ≥ 0 das •au�ere Produkt als
bilineare Abbildung

∧ :
V r V × V s V // V r+s V

mit ζ ∧ η = (−1)r+s η ∧ ζ f•ur ζ ∈ V r V und η ∈ V s V gegeben.
Bez•uglich einer Basis von V lassensich die in 1.2 eingef•uhrten freien Erezeuger

pσ desgraduierten Polynomrings K[p] = K
�
pσ : σ ∈

� n
k

��
alsdie Elemente der dualen

Basis von V ∨ au�assen, so dasszu jeder Basis von V ein Isomorphismus

K[p] ∼=
M

r≥0

Symr V k V ∨

von graduierten K-Algebren gegeben ist, wobei f •ur einen beliebigen K-Vektorraum
W das r-fache symmetrische Produkt als

SymrW : =
N rW / span

�
(w1 ⊗ . . .⊗ wr) − (wπ(1) ⊗ . . .⊗ wπ(r)) : π ∈ Sr

	

de�niert ist, d.h. man fa�t Tensorender Form w1⊗ . . .⊗wr modulo Kommutativit •at
als Monome vom Grad r auf und notiert dementsprechend Erzeuger von SymrW
mit w1 · · ·wr. Der im r-ten graduierten Teil von K[p] enthaltene Teil des in 1.2.10
de�nierten homogenenPrimideals Ik,n bildet demnach jeweils einen Unterraum im
K-Vektorraum Symr V k V ∨.

Unter Identi�k ation mit dem Bild der Pl •ucker-Einbettung 1.1.15ist nun G(k, V )
die Menge aller homogenenPunkte [ω] ∈ � V k V mit der Eigenschaft, dassω zer-
legbar ist, d.h. dassVektoren v1, . . . , vk ∈ V mit ω = v1 ∧ . . .∧ vk existieren. Speziell
stimmt G(1, V ) mit

� V 1 V =
�
V •uberein, w•ahrend im Allgemeinen o�enbar eine

echte Inklusion vorliegt. Ist etwa (e1, . . . , en) eine Basis von V , so liegt beispiels-
weise [e12 + e34] nicht in G(2,4) := G(2,K4), denn aus e12 + e34 = v1 ∧ v2 w•urde
(e12 + e34) ∧ vi = 0 f•ur i = 1,2 folgen, was wegen

�
e12 + e34

�
∧

�
z1e1 + z2e2 + z3e3 + z4e4

�
= z1e134 + z2e234 + z3e123 + z4e124
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f•ur alle v = t(z1, . . . , z4) ∈ K4 aber v1 = v2 = 0 implizieren w•urde. Generell liefert
die f•ur jeden Vektor ω ∈ V k V de�nierte lineare Abbildung

∧(ω) : V // V k+1 V , v 7−→ ω ∧ v (3.1.1)

die folgendeCharakterisierung der zerlegbarenVektoren.

3.1.2 Definition+Proposition
Für 0 6= ω ∈ V k V sei

Lω : = ker∧(ω) = {v ∈ V : ω ∧ v = 0} ,

dann gilt dimK Lω ≤ k und dimK Lω = k genau dann, wenn ω zerlegbar ist.

Beweis. Man kann eine Basis (v1, . . . , vm) von Lω zu einer Basis (v1, . . . , vn) von
V erg•anzen und erh•alt aus der resultierenden Basis (vσ) von

V k V f•ur r = 1 . . . m
jeweils eine Zerlegung

V k V = W
(r)
1 ⊕W (r)

2 mit W (r)
1 = span{vσ : r ∈ σ}, W (r)

2 =
span{vσ : r /∈ σ}. Da genaudann vσ ∧ vr = 0 gilt, wenn r ∈ σ, impliziert ω∧ vr = 0
f•ur die Darstellungenω = ω

(r)
1 + ω(r)

2 mit ω(r)
1 ∈W (r)

1 , ω(r)
2 ∈W (r)

2 , jeweilsω(r)
2 ∧vr =

0 und ω
(r)
2 = 0. Daher folgt ω ∈ W (1)

1 ∩ . . . ∩W (m)
1 = span{vσ : {1, . . . ,m} ⊂ σ}.

Wegenω 6= 0 folgt alsom ≤ k und m = k genaudann, wenn ω ∈ V k Lω, also genau
dann wenn ω zerlegbar ist.

Insbesondereist klar, dassim Falle von dim Lω = k die Zerlegungω = v1 ∧ . . . ∧ vk
eine Basis (v1, . . . , vk) von Lω liefert und die Zuordnung [ω] 7−→ Lω auf dem Bild
der Pl•ucker-Einbettung eine Umkehrung de�niert.

3.1.2kann man auch soformulieren, dass∧(ω) immer mindestensvom Rangn−k
ist und dass[ω] genaudann in G(k, V ) enthalten ist, wenn rank∧(ω) ≤ n− k. Wie
[Har92](6.6) bemerkt, induziert die lineare Abbildung ω 7−→ ∧(ω) eine Matrix Ak,n

mit Eintr •agender Form ±pσ. Die Minoren dieserMatrix sind homogenePolynome
in K[p], so dassman G(k, V ) mit der Nullstellenmengeder (n− k + 1)-Minoren von
Ak,n identi�zieren kann.

3.1.3 Beispiel
Die Matrix A2,4 mit p = (p12, p13, p14, p23, p24, p34) ist

A2,4 =

0

B
B
B
@

p23 −p13 p12 0

p24 −p14 0 p12

p34 0 −p14 p13

0 p34 −p24 p23

1

C
C
C
A

,

deren nicht verschwindende 3-Minoren die Polynome der Form

±pij(p12p34 − p13p24 + p14p23) (1 ≤ i < j ≤ 4)

sind. Man erh•alt also erneut (vgl. 1.2.11,S.14) den Ereuger

p12p34 − p13p24 + p14p23 (3.1.4)

desHauptideals I2,4.
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Wie das Beispiel 3.1.3 bereits zeigt, sind die (n − k + 1)-Minoren von Ak,n i.A.
jedoch von zu hohem Grad und erzeugennicht das Pl •ucker-Ideal, sondern nur ein
Ideal, dessenSaturierung das Pl •ucker-Ideal ist. F•ur den Spezialfall k = 2 kann man
jedoch direkt Erzeugerbestimmen.

3.1.5 Proposition
Es sei n > 2 und k = 2. ω ∈ V 2 V ist genau dann zerlegbar, wenn ω ∧ ω = 0, und
das Plücker-Ideal I2,n wird von den

�
n
4

�
homogenen quadratischen Polynomen

pijpνµ − piνpjµ + piµpjν (1 ≤ i < j < ν < µ ≤ n)

erzeugt.

Beweis. Es sei (e1, . . . , en) eine Basis von V und 0 6= ω =
P

i<j cij ei ∧ ej mit
Koe�zien ten cij ∈ K f•ur 1≤ i < j ≤ n. Man erh•alt

ω∧ω =
� X

i<j

cij ei ∧ ej
�
∧

� X

ν<µ

cνµ eν ∧ eµ
�

=
X

i<j

X

ν<µ

cijcνµ ei ∧ ej ∧ eν ∧ eµ

=
X

i<j<ν<µ

2(cijcνµ − cikcjµ + cilcjν) ei ∧ ej ∧ eν ∧ eµ,

wobei sich die Koe�zien ten zu den Summandenmit i < j < ν < µ ausden 6 Permu-
tationen π ∈ S4 mit π−1(1) < π−1(2) und π−1(3) < π−1(4) und deren Vorzeichen
ergeben:

π ∈
�

(1), (1 3)(2 4)
	

 + cijcνµ + cνµcij = +2 cijcνµ
π ∈

�
(2 3), (1 342)

	
 − ciνcjµ − cjµciν = −2ciνcjµ

π ∈
�

(2 34), (1 32)
	

 + ciµcjν + cjνciµ = +2 ciµcjν

(Man beachte, dass char K 6= 2 f•ur k = 2 vorausgesetztist.) Wegen der linearen
Unabh•angigkeit der ei ∧ ej ∧ eν ∧ eµ impliziert ω ∧ ω = 0 damit die Gleichungen

cijcνµ − ciνcjµ + ciµcjν = 0

f•ur i < j < ν < µ. Nach Wahl einescij 6= 0 erh•alt man daraus die Zerlegung

cijω =
X

ν<µ

cijcνµ eν ∧ eµ =
X

ν<µ

(ciνcjµ − ciµcjν) eν ∧ eµ

=
nX

ν=1

nX

µ=1

ciνcjµ eν ∧ eµ =
� nX

ν=1

ciν eν

�
∧

� nX

µ=1

cjµ eµ

�
.

Um allgemeinereAussagenzu erhalten, erweist es sich als n•utzlich, neben dem in
3.1.2 de�nierten Raum Lω auch den kleinsten Unterraum L zu betrachten, der ω ∈V k L erf•ullt. Dieser Ansatz wird aus [GH78](Ch.1.5) •ubernommen.

3.1.6 Definition+Proposition
Für 0 6= ω ∈ V k V sei

Lω : =
\ n

L ≤ V : ω ∈ V k L
o

,

dann gilt dimKL
ω ≥ k und dimKL

ω = k genau dann, wenn ω zerlegbar ist. Außerdem
ist Lω ein Unterraum von Lω.
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Beweis. Lω ist der eindeutig bestimmte kleinste Unterraum L mit ω ∈ V k L. Ins-
besonderegilt also ω ∈ V k Lω 6= 0 und der erste Teil ist klar. Sei v ∈ Lω und L
ein Unterraum von V mit ω ∈ V k L. Ist (u1, . . . , ur) eine Basis von L, so impliziert
ω ∧ v = 0, dassdie Menge {ui1 ∧ . . . ∧ uik ∧ v : i1 < . . . < ik} linear abh•angig ist.
Daraus folgt v ∈ L, denn andernfalls w•aren dieseMultiv ektoren in einer Basis von
von

V k+1 (L
L

Kv) enthalten. Also gilt Lω ⊂ Lω.

Mit 3.1.2 und 3.1.6 ist nun 0 6= ω ∈ V k V genaudann zerlegbar,wenn Lω und Lω

•ubereinstimmen, also genaudann, wenn Lω in Lω enthalten ist.

3.1.7 Korollar
0 6= ω ∈ V k V ist genau dann zerlegbar, wenn ω ∧ v = 0 für alle v ∈ Lω.

Der nat•urliche Isomorphismus
V k V ∨ ∼= (

V k V )∨ erlaubt es, Paarungen der Form
〈 ζ , η 〉 f•ur ζ ∈ V k V und η ∈ V k V ∨ zu betrachten, wobei

〈 v1 ∧ . . . ∧ vk , ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕk 〉 = det
�
〈 vi , ϕj 〉

�
i,j=1...k

(3.1.8)

f•ur Erzeuger v1 ∧ . . . ∧ vk ∈
V k V und ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕk ∈

V k V ∨. Insbesonderehat
ω ∈ V k V zu jeder Basis (v1, . . . , vn) von V mit dualer Basis (v∗1 , . . . , v

∗
n) von V ∨ die

Darstellung
ω =

X

i1<...<ik

〈ω , v∗i1 ∧ . . . ∧ v∗ik 〉 vi1 ∧ . . . ∧ vik ,

und (v1, . . . , vn) enth•alt eine Basis von Lω, wenn maximal viele 〈ω , v∗i1 ∧ . . . ∧ v∗ik 〉
verschwinden.

3.1.9 Proposition
Lω ist der Unterraum aller v ∈ V mit der Eigenschaft, dass ein φ ∈ V k−1 V ∨

existiert, so dass 〈 v , u 〉 = 〈ω , u ∧ φ 〉 für alle u ∈ V ∨.

Beweis. Es seiein Unterraum L mit Basis(v1, . . . , vm) gegeben, sodass(v1, . . . , vn)
eine Basis von V und (v∗1 , . . . , v

∗
n) die dazu duale Basis von V ∨ bildet. Einerseits

hat jedes Element v aus dem de�nierten Vektorraum eine eindeutige Darstellung
v = v′ + v′′ mit v′ ∈ L und v′′ =

P n
i=m+1〈 v , v∗i 〉vi =

P n
i=m+1〈ω , v∗i ∧ φ 〉vi f•ur

ein φ ∈ V k−1 V ∨. Ist also ω ∈ V k L, so folgt v′′ = 0 und daher v = v′ ∈ L, denn
dann hat ω eine Darstellung durch die induzierte Basis (vσ) von

V k L, und f•ur
σ = {σ1, . . . , σk} mit 1 ≤ σ1 < . . . < σk ≤ m und i = m + 1 . . . n ist 〈 vσ , v∗i ∧ φ 〉
eine Summevon Determinanten, die in einer Zeile die Paarungen〈 vσj , v∗i 〉 = 0 f•ur
j = 1 . . . k enthalten, so dass〈ω , v∗i ∧ φ 〉 = 0 f•ur i = m + 1 . . . n folgt.

Andererseits ist die Abbildung v : u 7−→ 〈ω , u ∧ φ 〉 f •ur φ := v∗σ1
∧ . . . ∧ v∗σk−1

zu σ = {σ1, . . . , σk} mit 1 ≤ σ1 < . . . < σk ≤ n eine Linearform auf V ∨, also ist
v ∈ V ∨∨ = V mit 〈 v , u 〉 = 〈ω , u ∧ φ 〉 f•ur alle u ∈ V ∨. Enth•alt also L den ange-
benenUnterraum, so folgt v ∈ L, und 0 6= 〈ω , v∗σ1

∧ . . . ∧ v∗σk 〉 = ±〈ω , v∗σk ∧ φ 〉 =
±〈 v , v∗σk 〉 impliziert σk ≤ m, worausω ∈ V k L folgt.

3.1.9 besagt,dassLω das Bild der eindeutig bestimmten linearen Abbildung

(ω x · ) :
V k−1 V ∨ // V , φ 7−→ ω x φ,

ist, die
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〈ω x φ , u 〉 = 〈ω , u ∧ φ 〉 (3.1.10)

f•ur alle u ∈ V ∨ erf•ullt. Man erh•alt sieausder Bilinearform bω : V ∨ × V k−1 V ∨ −→ K
mit bω(u, φ) := 〈ω , u ∧ φ 〉 als die Abbildung φ 7−→ bω( · , φ) ∈ V ∨∨ = V . Mit 3.1.7
folgt also:

3.1.11 Korollar
0 6= ω ∈ V k V ist genau dann zerlegbar, wenn ω ∧ (ω x φ) = 0 für alle φ ∈ V k−1 V ,
d. h. es gilt

[ω] ∈ G(k, V ) ⇐⇒ ∧(ω) ◦ (ω x · ) = 0 ∈ Hom
� V k−1 V ∨,

V k+1 V
�
,

wobei ∧(ω) : v 7−→ ω ∧ v die Abbildung 3.1.1 bezeichnet.

3.1.12 Bemerkung
Man hat allgemeinerKontraktionsoperatoren der Form

y :
V p V

N V p+q V ∨ // V q V ∨ (〈 z , x y y 〉 = 〈x ∧ z , y 〉 ∀ z ∈ V q V ),

x :
V p+q V

N V p V ∨ //
V q V (〈x x y , z 〉 = 〈x , y ∧ z 〉 ∀ z ∈ V q V ∨),

f•ur p, q ≥ 0 (vgl. [FH91] B.3). Insbesondereist ∧(ω) f •ur ω ∈ V k V die duale Abbil-
dung (ω y · )∨ : V −→ V k+1 V . In der Notation von [GH78] ist die Bedingung 3.1.11
f•ur die Zerlegbarkeit von ω durch

i(i(�) ω)ω = 0

f•ur alle � ∈ V k+1 V ∨ gegeben, wobei i(�) :
V k V −→ V ∨ mit i( · )ω = (ω x · )∨ und

i(u) :
V k V −→ V k−1 V f•ur u ∈ V ∨ mit i( · )ω = (ω y · ), d.h. i(i( · )ω)ω :

V k+1 V ∨ −→V k−1 V ist die zu ∧(ω) ◦ (ω x · ) duale Abbildung.

3.1.13 Definition
Es bezeichne Pk die Abbildung

V k V
N V k V // Hom

� V k−1 V ∨,
V k+1 V

�

mit Pk

�
ζ ⊗ η

�
(φ) = η ∧ (ζ x φ) für alle φ ∈ V k−1 V ∨, bzw. die entsprechende

Abbildung unter der natürlichen Identifikation

Hom
� V k−1 V ∨,

V k+1 V
�

=
V k−1 V

N V k+1 V .

Mit Pk sei die Komposition der dualen Abbildung P∨k mit der kanonischen Projek-

tion auf Sym2 V k V ∨ bezeichnet:

V k−1 V ∨
N V k+1 V ∨

P ∗k //

P k ++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

V k V ∨
N V k V ∨

����

Sym2 V k V ∨
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Es ist also 0 6= ω ∈ V k V genaudann zerlegbar,wenn ω ⊗ ω ∈ kerPk = (imP∗k)
⊥.

Dies ist •aquivalent zu f (ω) = 〈 f , ω2 〉 = 0 f•ur alle f ∈ imPk, wobei ω2 ∈
Sym2 V k V = (Sym2 V k V ∨)∨.

3.1.14 Korollar
Für 0 6= ω ∈ V k V gilt

[ω] ∈ G(k, V ) ⇐⇒ f (ω) = 0 für alle f ∈ imPk.

Insbesondere wird das Plücker-Ideal Ik,n von den homogenen quadratischen Poly-

nomen im Vektorraum imPk ⊂ Sym2V k V ∨ = K[p]2 erzeugt.

Es sollennun ausder durch 3.1.14gegebenenabstrakten ErzeugermengedesPl •ucker-
Ideals kombinatorische De�nitionen der Erzeuger hergeleitet werden. Dazu sei eine
Basis (e1, . . . , en) von V mit dualer Basis (e∗1, . . . , e

∗
n) von V ∨ �xiert.

3.1.15 Proposition
(i) Die Abbildung Pk :

V k V
N V k V −→ V k−1 V

N V k+1 V ist die lineare Ab-
bildung, die durch

(v1 ∧ . . . ∧ vk) ⊗ (w1 ∧ . . . ∧ wk)

7−→
kX

i=1

(−1)i+1 (v1 ∧ . . . bvi . . . ∧ vk) ⊗ (w1 ∧ . . . ∧ wk ∧ vi)

für v1, . . . , vk, w1, . . . , wk ∈ V gegeben ist.

(ii) Die zu Pk duale Abbildung P∗k :
V k−1 V ∨

N V k+1 V ∨ −→ V k V ∨
N V k V ∨

ist die Abbildung

(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕk−1) ⊗ (ψ1 ∧ . . . ∧ ψk+1)

7−→
k+1X

i=1

(−1)i (ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕk−1 ∧ ψi) ⊗ (ψ1 ∧ . . . bψi . . . ∧ ψk+1)

für ϕ1, . . . , ϕk, ψ1, . . . , ψk ∈ V ∨.

Beweis. F•ur Basisvektoren eσ und eτ der induzierten Basis von
V k V erh•alt man

f•ur φ ∈ V k−1 V ∨ mit 3.1.10:

eτ ∧ (eσ x φ) =
nX

i=1

〈 eσ x φ , e∗i 〉 eτ ∧ ei =
nX

i=1

〈 eσ , e∗i ∧ φ 〉 eτ ∧ ei.

Aufgrund der Darstellung 3.1.8 der nat •urlichen Isomorphie
V k V ∨ ∼= (

V k V )∨ ist
klar, dass 〈 eσ , e∗i ∧ φ 〉 = 0 f•ur i /∈ σ gilt, w•ahrend man f•ur σ = {σ1 < . . . < σk}
und ν = 1 . . . k jeweils

〈 eσ , e∗σν ∧ φ 〉 = (−1)ν+1〈 eσν ∧ (eσ1 ∧ . . . ceσν . . . ∧ eσk ) , e∗σν ∧ φ 〉
= (−1)ν+1〈 eσ1 ∧ . . . ceσν . . . ∧ eσk , φ 〉

erh•alt. Da die nat•urliche Isomorphie
V k−1 V

N V k+1 V ∼= Hom
� V k−1 V ∨,

V k+1 V
�

durch (ζ ⊗ η)(φ) = 〈 ζ , φ 〉η f•ur ζ ∈ V k−1 V und η ∈ V k+1 V gegeben ist, resultiert
daraus die Darstellung (i) f•ur Pk.
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Man erh•alt eine Darstellung von P∨k durch Transposition der darstellendenMa-
trix von Pk. In einer durch (α, β) mit α ∈

� n
k−1

�
und β ∈

� n
k+1

�
indizierten Zeile

dieserMatrix sind entsprechend (i) genaudie Eintr •agein den durch (σ, τ ) indizier-
ten Spalten von Null verschieden, f•ur die es ein b ∈ σ \ τ gibt, so dassα = σ \ {b}
und β = τ ∪ {b}. Sei also zu β = {β1 < . . . < βk+1} ein Index µ mit b := βµ /∈ α
gegeben, sowie σ = α ∪ {b} = {σ1 < . . . < σk}, also b = σν f•ur ein ν mit 1≤ ν ≤ k,
und τ = β \ {b}, also eβ = (−1)k+1−µ eτ ∧ eb. Der zu (α, β) geh•orige Summand von
Pk(eσ ⊗ eτ ) ist damit

(−1)ν+1 eα ⊗ (eτ ∧ eb) = (−1)k−µ+ν eα ⊗ eβ ,

so dass (−1)k−µ+ν der Eintrag an dieser Stelle der Matrix ist, woraus sich wegen
eα ∧ eb = (−1)k−ν eσ und

(k − µ + ν) + (k − ν) ≡ µ (mod 2)

die Darstellung (ii) f•ur P∨k ergibt.

Aus der Darstellung 3.1.15(ii) der Abbildung P∨k erh•alt man die klassischen Pl •ucker-
Relationen, wie man sie etwa bei [HP53](VI I) �ndet.

3.1.16 Korollar
Das Plücker-Ideal Ik,n wird von den homogenen quadratischen Polynomen

k+1X

ν=1

(−1)ν pi1...ik−1jνpj1... bjν ...jk+1

für alle (i1 . . . ik−1) und (j1 . . . jk+1) mit 1 ≤ i1 < . . . < ik−1 ≤ n und 1 ≤ j1 <
. . . < jk+1 ≤ n erzeugt, wobei die Indizes entsprechend der Identifikation pi1...ik =
e∗i1 ∧ . . . ∧ e∗ik für 1≤ i1 < . . . < ik ≤ n als alternierend aufzufassen sind.

3.2 Eine Basis für das Plücker-Ideal I k,n

Die Formel 3.1.16erzeugtviele Polynomemehrfach, und auch die Mengeder von Null
verschiedenenPl•ucker-Relationen ist i. A. (f •ur k > 2) nicht linear unabh•angig. Es
soll nun eine Basis des von den Pl •ucker-Relationen erzeugtenVektorraums imPk

(s. 3.1.14) beschrieben werden. Es sei hier stets k > 1 vorausgesetzt,so dass die
Voraussetzungchar K = 0 oder char K > k an den zugrundeliegendenK •orper K
insbesonderechar K 6= 2 impliziert.

3.2.1 Proposition
Die Abbildung Pk :

V k V
N V k V −→ V k−1 V

N V k+1 V (s. 3.1.13) ist surjektiv.

Der Beweis von 3.2.1 st•utzt sich auf den folgendentechnischen Hilfssatz.

3.2.2 Lemma
Es sei 0≤ m < k und eine linear unabhängige Menge {v1, . . . , v2k−m} ⊂ V gegeben.
Es sei v(m) := v1 ∧ . . .∧ vm und für α = {α1 < . . . < αt} ⊂ {m + 1, . . . ,2k −m} sei
v(α) := vα1 ∧ . . .∧ vαt , sowie α := {m + 1, . . . ,2k −m} \α. Für σ = {σ1, . . . , σk−m}
mit m < σ1 < . . . < σk−m < 2k −m sei

w(σ) : = (−1)
P
i σi−1

�
v(m) ∧ v(σ)

�
⊗

�
v(m) ∧ v(σ)

�
∈ V k V

N V k V ,

53



und für τ = {τ1, . . . , τk−m−1} mit m < τ1 < . . . < τk−m−1 < 2k −m sei

u(τ ) : = (−1)
P
i τi

�
v(m) ∧ v(τ )

�
⊗

�
v(m) ∧ v(τ )

�
∈ V k−1 V

N V k+1 V .

Für r = 1 . . . k −m ist dann mit

w(r) : =
X

σr−1<k≤σr
w(σ), u(r) : =

X

τr−1<k≤τr
u(τ )

und u(0) := 0 die folgende Gleichung erfüllt:

Pk

�
w(r)

�
= (−1)k−m

�
(k −m− r + 1)u(r−1) + r u(r)

�
. (∗)

Beweis. Entsprechend der Darstellung 3.1.15 wird jeder der in w(r) auftrenden
Summandenw(σ) unter Pk zu k Summandenexpandiert, von denenwegenv(m) ∧
vi = 0 f•ur i = 1 . . . m nur k − m Summandenw(σ, ν), ν = 1 . . . k − m, nicht
verschwinden, wobei

w(σ, ν) = (−1)m+ν+
P
i σi

�
v(m) ∧ v(σ \ {σν})

�
⊗

�
v(m) ∧ v(σ) ∧ vσν

�
.

Mit τ = σ \ {σν} = {τ1 < . . . < τk−m−1} gilt dann τi = σi f•ur i < ν und τi = σi+1

f•ur i ≥ ν, so dass
τr−2 ≤ σr−1 < k ≤ σr = τr−1, falls ν < r,

τr−1 = σr−1 < k ≤ σr ≤ τr, falls ν ≥ r.
Bis auf Vorzeichen ist alsow(σ, ν) = ±u(τ ) entweder ein Summand von u(r) oder,
sofern r > 1, von u(r−1). F•ur τ = {σ1 < . . . < σµ < σν < σµ+1 < . . . < σk−m} mit
0≤ µ ≤ k −m gilt nun v(σ) ∧ vσν = (−1)k−m−µ v(τ ) und µ = σν −m− ν, wie man
der Zerlegung

σν −m =
�
� {m + 1, . . . , σν}

�
� =

�
� {σi : σi ≤ σν}

�
� +

�
� {σi : σi ≤ σν}

�
�

entnimmt. Damit ist m + ν + σν ≡ µ (mod 2) und wegen
P

i σi =
P

i τi + σν also

m + ν +
P

i σi ≡ (k −m) + (k −m− µ) +
P

i τi (mod 2)

und daherw(σ, ν) = (−1)k−m u(τ ).
Sei nun umgekehrt τ = {τ1 < . . . < τk−m−1} gegeben, so dass u(τ ) einer der

Summanden in u(r) ist. Bildet man σ = τ ∪ {τ i} = {σ1 < . . . < σk−m} f•ur ein
τ i ∈ {m + 1, . . . ,2k −m− 1} \ τ , so erh•alt man σr−1 < k ≤ σr genau dann, wenn
σr−1 = τr−1 oder σr = τ i ≥ k, also genaudann, wenn τ i ≥ k. Man hat

|{τ i : k ≤ τ i < 2k −m}| = |{k, . . . ,2k −m− 1} \ {τr, . . . , τk−m−1}| = r,

also gibt esgenaur verschiedeneMengenσ, so dassu(τ ) = (−1)k−mw(σ, ν) f•ur ein
ν. Ist andererseitsr > 1 und u(τ ) ein Summand von u(r−1), also τr−2 < k ≤ τr−1,
so ergibt sich analogσr−1 < k ≤ σr genaudann, wenn τ i < k, und esgibt k −m−
r + 1 solche Zahlen. Die Summandenw(σ, ν) auf der linken und die Summanden
(−1)k−m u(τ ) auf der rechten Seite von (∗) stimmen damit •uberein.

Beweis von 3.2.1. F•ur eine Basis (e1, . . . , en) von V bezeichnen eσ ⊗ eτ mit |σ| =
|τ | = k und eα⊗ eβ mit |α| = k−1, |β| = k + 1, die Elemente der induzierten Basen
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von
V k V

N V k V und
V k−1 V

N V k+1 V . Man entnimmt 3.1.15,dassjeweils das
Bild der Restriktion von Pk auf die Unterr •aume

W%,ς : = span{eσ ⊗ eτ : σ ∪ τ = %, σ ∩ τ = ς} ⊂ V k V
N V k V

in den Unterr •aumen

U%,ς : = span{eα ⊗ eβ : α ∪ β = %, α ∩ β = ς} ⊂ V k−1 V
N V k+1 V

enthalten ist, und diese Unterr •aume bilden Zerlegungenvon
V k V

N V k V undV k−1 V
N V k+1 V in direkte Summen, mit Summation •uber alle Vereinigungen

% ⊂ {1, . . . , n} mit |%| = k, . . . ,min {n, 2k} und jeweils alle Schnitte ς ⊂ % mit
|ς| = 2k − |%|. Die Behauptung soll f•ur die einzelnenSummandengezeigt werden.
Es sei also ein entsprechendesPaar ς ⊂ % �xiert und zur Abk •urzung die Restriktion
Pk �W%,ς : W%,ς −→ U%,ς mit P : W −→ U notiert.

F•ur |%| = |ς| = k ist U = 0 und die Behauptung trivial, seialso0≤ m := |ς| < k.
Lemma 3.2.2dient nun dazu, f•ur jedeseα⊗ eβ ∈ U explizit ein Urbild unter P in W
zu �nden. Sei dazu eine geeigneteUmbenennung ei 7−→ vj vorgenommen,so dass
eα⊗eβ = (v1∧. . .∧vk−1)⊗(v1∧. . .∧vm∧vk∧. . .∧v2k−m) erf•ullt ist. In der Notation von
3.2.2gilt dann bis auf Vorzeichen eα⊗eβ = ±u(k−m), dam < τ1 < . . . < τk−m−1 < k
f•ur τ = {τ1, . . . , τk−m−1} nur mit τ = {m + 1, . . . , k − 1} erf•ullt ist. Es ist klar, dass
die Vektoren w(r), bzw. u(r), r = 1 . . . k −m, jeweils linear unabh•angig sind, sie
bilden also Basenvon (k −m)-dimensionalenUnterr •aumenW ′ ⊂ W und U ′ ⊂ U .
Die Restriktion P �W ′ : W ′ −→ U ′ wird durch dasGleichungssystem(∗) beschrieben
und bez•uglich dieserBasendurch die obere Dreiecksmatrix

(−1)k−m

0

B
B
B
B
B
@

1 k −m− 1

2 . . .
0

0
. . . 1

k −m

1

C
C
C
C
C
A

dargestellt, deren Determinante (−1)k−m(k − m)! in der vorausgesetztenCharak-
teristik nicht verschwindet. Insbesondereist P � W ′ : W ′ −→ U ′ also surjektiv und
eα ⊗ eβ ∈ U ′ hat ein Urbild in W ′.

Mit der in 2.3.9 (S.30) de�nierten partiellen Ordnung ≤ auf
� n
k

�
, die durch

σ ≤ τ ⇐⇒ σi ≤ τi ∀ i = 1 . . . k

f•ur σ = {σ1 < . . . < σk} und τ = {τ1 < . . . < τk} gegeben ist (s. 2.3.10), folgt aus
3.2.1 mit 2.4.9 (S.36):

3.2.3 Korollar
Es ist

dimK kerPk =
�
n

k

� 2

−
�

n

k − 1

��
n

k + 1

�

die Anzahl der Paare (σ, τ ) mit σ, τ ∈
� n
k

�
und σ ≤ τ .

55



Es soll nun eine entsprechendeBasis von kerPk konstruiert werden. Dazu seiendie
Paare (σ, τ ) mit σ, τ ∈

� n
k

�
lexikographisch angeordnet,d. h. mit

(σ, τ ) ≺ (σ′, τ ′) :⇐⇒ σ ≺ σ′ oder (σ = σ′ und τ ≺ τ ′), (3.2.4)

so dass insbesondereσ < σ′ immer (σ, τ ) ≺ (σ′, τ ′) impliziert (vgl. 2.4.1). Die
folgendeDe�nition erweist sich als n•utzlich.

3.2.5 Definition
Es sei Fk :

V k V
N V k V −→ V k V

N V k V die Abbildung mit

(v1 ∧ . . . ∧ vk) ⊗ (vk+1 ∧ . . . ∧ v2k)

7−→
X

h∈Hk
(vh(1) ∧ . . . ∧ vh(k)) ⊗ (vh(k+1) ∧ . . . ∧ vh(2k))

für v1, . . . v2k ∈ V , wobei Hk ⊂ S2k die von den Transpositionen (i, k+ i), i = 1 . . . k,
erzeugte Untergruppe bezeichnet.

3.2.6 Lemma
Es sei (e1, . . . en) eine Basis von V und es bezeichne (eσ ⊗ eτ )σ,τ die induzierte Basis

von
V k V

N V k V . Für σ ≤ τ hat Fk(eσ ⊗ eτ ) die Darstellung

Fk(eσ ⊗ eτ ) = 2q
X

ν

sν eσ(ν) ⊗ eτ(ν)

mit Koeffizienten sν ∈ {±1} und paarweise verschiedenen (σ(ν), τ (ν)) , wobei eσ⊗eτ
mit Koeffizient 1 vorkommt. Dabei ist q = |q(σ, τ )| mit

q(σ, τ ) : = {i : σi = τi}

für σ = {σ1 < . . . < σk} und τ = {τ1 < . . . < τk}. Es gilt ferner σ ≤ σ(ν) und
τ (ν) ≤ τ für alle ν.

Beweis. Man kann die Permutationen aus Hk
∼= (
�
/2)k als die Teilmengenh ⊂

{1, . . . , k} au�assen, indem man jede Transposition (i, k + i) mit i ∈ {1, . . . , k}
identi�ziert. Dann ist

Fk(eσ ⊗ eτ ) =
X

h⊂{1,...,k}
ch eσ(h) ⊗ eτ(h),

mit σ(h) = (σ \ {σi : i ∈ h}) ∪ {τi : i ∈ h}, τ (h) = (τ \ {τi : i ∈ h}) ∪ {σi : i ∈ h}
und Koe�zien ten ch ∈ {0, ±1}, wobei ch 6= 0 genaudann, wenn |σ(h)| = |τ (h)| = k.
Dassunter der Voraussetzungσ ≤ τ f•ur ch 6= 0 immer σ ≤ σ(h) gilt, ist klar, denn
f•ur σ(h) = {σ′1 < . . . < σ′k} und ν ∈ h mit τν = σ′µ ist µ ≥ ν und daher σ′ν ≥ σν ,
und analog ergibt sich τ (h) ≤ τ f•ur alle h. Es gilt genaudann (σ(h), τ (h)) = (σ, τ ),
wenn h ⊂ q(σ, τ ), so dass jedenfalls eσ ⊗ eτ in der Summe 2q-mal mit Koe�zien t
1 vorkommt. Ist σ′ = {σ′1 < . . . < σ′k} ≥ σ gegeben, so gilt σ′ = h(σ) f•ur genau
diejenigenh, die von der Form h = ~h ∪ {i : σ′i > σi} mit ~h ⊂ q(σ, τ ) sind, und das
Vorzeichen ch h•angt nur von σ′ ab. Damit tritt jeder der Summanden zu einem
gegebenem Paar (σ′, τ ′), das von der Form (h(σ), h(τ )) f•ur ein h ∈ Hk ist, 2q-mal
mit gleichem Vorzeichen in der Summeauf.
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3.2.7 Proposition
Zu einer Basis (e1, . . . , en) von V mit induzierter Basis (eσ⊗eτ )σ,τ von

V k V
N V k V

bezeichne Sk den von den Vektoren eσ ⊗ eτ mit σ ≤ τ erzeugten Unterraum. Es ist

0 // Sk
F k�Sk // V k V

N V k V
P k // V k−1 V

N V k+1 V // 0

eine exakte Sequenz. Insbesondere gilt imFk = kerPk.

Beweis. Das Bild von (v1 ∧ . . . ∧ vk) ⊗ (vk+1 ∧ . . . ∧ v2k) unter der Komposition
Pk ◦ Fk besteht mit 3.1.15 aus k 2k durch Hk × {1, . . . , k} indizierten Summanden
der Form

� i
h : = (−1)i+1

�
vh(1) ∧ . . . dvh(i) . . . ∧ vh(k)

�
⊗

�
vh(k+1) ∧ . . . ∧ vh(2k) ∧ vh(i)

�
.

Man erh•alt f•ur h ∈ Hk und i ∈ {1, . . . , k} mit h′ = (i, k + i) · h jeweils

� i
h + � i

h′ = (−1)i+1
�
vh(1) ∧ . . . dvh(i) . . . ∧ vh(k−1)

�
⊗

�
vh(k+1) ∧ . . . ∧ vh(2k) ∧ vh(i)

+ vh(k+1) ∧ . . . ∧ vh(i) ∧ . . . ∧ vh(2k) ∧ vh(k+i)

�
= 0,

und wegen (i, k + i)2 = (1) l•a�t sich die ganze Summe zu k 2k−1 solchen Paaren
zusammenfassen.Daraus folgt imFk ⊂ kerPk, und mit 3.2.3 gen•ugt es nun zu
zeigen,dassdie Restriktion Fk � Sk injektiv ist. Dies folgt jedoch direkt aus 3.2.6,
da Fk � Sk bez•uglich der aus der Ordnung (3.2.4) resultierenden Basen (eσ ⊗ eτ )σ,τ
und (eσ ⊗ eτ )σ≤τ durch eine Matrix dargestellt wird, deren Zeilen (σ, τ ) mit σ ≤ τ
eine untere Dreiecksmatrix mit Potenzenvon 2 in der Diagonale bilden, die also in
Charakteristik 6= 2 maximalen Rang hat.

3.2.8 Lemma
Es gilt imP∗k ⊃W := span{ϕ⊗ ψ − ψ ⊗ ϕ : ϕ,ψ ∈ V k V ∨}.

Beweis. Mit 3.2.7 ist der Annulator von imP∗k durch (imP∗k)
⊥ = kerPk = imFk

gegeben, und esgen•ugt imFk ⊂W⊥ zu zeigen.Es sei die Notation von 3.2.6 •uber-
nommen,d. h. f•ur σ, τ ∈

� n
k

�
und h ⊂ {1, . . . , k} ist h(eσ ⊗ eτ ) := ch eσ(h)⊗ eτ(h) mit

ch ∈ {0, ±1} der zugeh•orige Summand von Fk(eσ ⊗ eτ ). Man erh•alt

σ(h) = (σ \ {σi : i ∈ h}) ∪ {τi : i ∈ h}
= {σi : i /∈ h} ∪ (τ \ {τi : i /∈ h}) = τ (h)

mit h := {1, . . . , k} \ h. Analog ist τ (h) = σ(h), also h(eσ ⊗ eτ ) = ch eτ (h) ⊗ eσ(h).
F•ur ϕ,ψ ∈ V k V ∨ folgt daraus

〈Fk(eσ ⊗ eτ ) , ϕ⊗ ψ 〉
=

X

1∈h
ch

�
〈 eσ(h) ⊗ eτ(h) , ϕ⊗ ψ 〉 + 〈 eτ(h) ⊗ eσ(h) , ϕ⊗ ψ 〉

�

=
X

1∈h
ch

�
〈 eσ(h) , ϕ 〉〈 eτ(h) , ψ 〉 + 〈 eτ(h) , ϕ 〉〈 eσ(h) , ψ 〉

�

= 〈Fk(eσ ⊗ eτ ) , ψ ⊗ ϕ 〉,
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also 〈Fk(eσ ⊗ eτ ) , ϕ⊗ ψ − ψ ⊗ ϕ 〉 = 0 und Fk(eσ ⊗ eτ ) ∈W⊥.

Der Vektorraum W aus 3.2.8 ist isomorph zu
V 2 V k V ∨, d.h man hat eine exakte

Sequenz

0 // W // V k V ∨
N V k V ∨ // Sym2 V k V ∨ // 0

und esfolgt imPk = imP∗k /W .

3.2.9 Korollar
Der quadratische Teil des graduierten Koordinatenrings K[p]/Ik,n von G(k, V ) ist
der Vektorraum

H0
�
G(k, V ), OG(k,V )(2)

�
=

�
Sym2 V k V ∨

�
/ imPk =

�
kerPk

� ∨
.

Insbesondere ist

dimK imPk =
�

n

k − 1

��
n

k + 1

�
−

� � n
k

�

2

�
,

die Anzahl der Paare (σ, τ ), σ, τ ∈
� n
k

�
, mit σ � τ und σ � τ (vgl. 2.3.9, S.30, und

2.4.10, S.36).

3.2.10 Theorem
Zu jeder Basis (e1, . . . , en) von V mit induzierter Basis (e∗σe

∗
τ )σ�τ von Sym2 V k V ∨

hat der Unterraum imPk eine Basis (fσ,τ )σ⊥ τ mit

fσ,τ : = e∗σe
∗
τ −

X

ν

cν e
∗
σ(ν)e

∗
τ(ν) (σ, τ ∈

� n
k

�
, σ⊥ τ )

mit Koeffizienten cν ∈
�

, wobei c1 = 1 und

σ(ν) ≤ σ(1) = σ ∧ τ und σ ∨ τ = τ (1) ≤ τ (ν)

sowie σ(ν) ∪ τ (ν) = σ ∪ τ für alle ν für alle ν nach geeigneter Sortierung der Sum-
manden.

Beweis. Es wird zun•achst eineBasisvon imP∗k konstruiert. Mit 3.2.7gilt imP∗k =
kerF∗k, wobei F∗k :

V k V ∨
N V k V ∨ � S∨k bez•uglich der Basen(e∗α ⊗ e∗β)α≤β und

(e∗σ ⊗ e∗τ )σ,τ durch eine Matrix dargestellt wird, in deren Zeilen (α ≤ β) die Koe�-
zienten ±2q f•ur q = |q(α, β)| der minimalen Darstellung aus 3.2.6 von Fk(eα ⊗ eβ)
stehen.Speziellsteht 2q nach 3.2.6 in jeder Zeile (α ≤ β) in der Spalte (σ, τ ) = (α, β),
und wegenα ≤ α(ν) f•ur alle Summandensν eα(ν)⊗eβ(ν) von Fk(eα⊗eβ) verschwin-
den die Eintr •agein den Spalten (σ, τ ) ≺ (α, β). Die Summandencν eα(ν) ⊗ eβ(ν) mit
(α(ν), β(ν)) 6= (α, β) und α(ν) ≤ β(ν) lassensich schritt weise eliminieren, indem
man jeweils eine Ersetzung

Fk(eα ⊗ eβ) ←−[ cFk(eα ⊗ eβ) − c′ Fk(eα(ν) ⊗ eβ(ν)) (c, c′ ∈ � geeignet) (∗)

vornimmt (Gauss-Elimination). Dabei bleibt die Eigenschaft α ≤ α(ν) und β(ν) ≤ β
f•ur alle Summandensν eα(ν) ⊗ eβ(ν) der Ersetzung erhalten, und in der Ersetzung
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sind alle Koe�zien ten durch den Koe�zien ten c0 6= 0 zum Summandenc0 eα ⊗ eβ
teilbar. Normierung ergibt also jeweils eine modi�zierte Summe

~Fk(eα ⊗ eβ) = eα ⊗ eβ +
X

ν

cν eα(ν) ⊗ eβ(ν)

mit Koe�zien ten cν ∈
�

und α ≤ α(ν) � β(ν) ≤ β f•ur alle ν. In der resultierenden
Matrix haben nur noch die Spalten (σ � τ ) von Null verschiedeneEintr •age. Eine
Basis ( ~fσ,τ )σ�τ von kerF∗k ist somit durch Koe�zien tenvektoren vσ,τ f•ur σ � τ
gegeben, wobei

vσ,τ (α, β) =

8
><

>:

1, falls (α, β) = (σ, τ ),

−c, falls α ≤ β und c eσ ⊗ eτ ein Summand in ~Fk(eα ⊗ eβ) ist,

0 sonst.

Insbesonderegilt alsoα ≤ σ und τ ≤ β f•ur vσ,τ (α, β) 6= 0. In der Notation von 3.2.6
ist au�erdem

h(σ ∧ τ ) = (σ ∧ τ \ {min(σi, τi) : i ∈ h}) ∪ {max(σi, τi) : i ∈ h} = σ

f•ur alle h ⊂ {1, . . . , k} mit h = ~h ∪ {i : σi > τi}, ~h ⊂ q(σ, τ ), erf•ullt, und (σ, τ )
geht dann aus (σ ∧ τ, σ ∨ τ ) durch Austausch der durch h indizierten Elemente
ohneUmsortierung hervor. In der SummeFk(eσ∧τ ⊗eσ∨τ ) tritt daher der Summand
c eσ ⊗ eτ mit Koe�zien t c = 2q auf, und er bleibt w•ahrend der Elimination (∗)
erhalten, da weder σ ∧ τ < α < σ noch τ < β < σ ∨ τ f •ur ein Paar (α, β) in Frage
kommt. Daraus folgt vσ,τ (σ ∧ τ, σ ∨ τ ) = −1.

Unter der mit 3.2.8 de�nierten Quotientenabbildung kerF∗k = imP∗k � imPk

bleiben nun die durch vσ,τ de�nierten Summen

~fσ,τ =
X

α,β

vσ,τ (α, β) e∗α ⊗ e∗β = e∗σ ⊗ e∗τ −
X

ν

cν e
∗
σ(ν) ⊗ e∗τ(ν)

f•ur σ ≺ τ unver•andert erhalten, denn wegenσ(ν) ≤ σ und τ ≤ τ (ν) f •ur alle ν kann
sowohl e∗σ(ν) ⊗ e∗τ(ν) als auch e∗τ(ν) ⊗ e∗σ(ν) nur f•ur τ < σ in der Summevorkommen.
Da wegenσ(ν) ≤ σ∧τ < σ∨τ ≤ τ (ν) jeweils genauein Summandcν eσ(ν)∗⊗eτ (ν)∗

mit σ � τ vorkommt, sind die Bilder der ~fσ,τ f•ur σ ≺ τ in imPk linear unabh•angig
und bilden mit 3.2.9 eine Basis mit den gefordertenEigenschaften.

3.2.11 Beispiel
F•ur k = 2 berechnet man

dim imP2 =
�
n

1

��
n

3

�
−

� � n
2

�

2

�
=

�
n

4

�
,

und die
�
n
4

�
Polynome aus 3.1.5 (S.49),

pijpνµ − piνpjµ + piµpjν,

bilden die Basis 3.2.10 von imP2, wobei iµ � jν mit ij < iν = iµ ∧ jν und
iµ ∨ jν = jµ < νµ f•ur 1≤ i < j < ν < µ ≤ n.
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3.2.12 Bemerkung
F•ur n < 8 beobachtet man, dassalle Koe�zien ten in den Polynomen fσ,τ ∈ Gk,n
von der Form ±1 sind. Man erh•alt aber beispielsweisef•ur k = 4 und n = 8:

f1458,2367 = p1458p2367 − p1357p2468 + p1356p2478 + p1347p2568 − p1346p2578

+ p1345p2678 + p1257p3468 − p1256p3478 − p1247p3568 + p1246p3578

−p1245p3678 + p1237p4568 − p1236p4578 + 2p1235p4678 − 2p1234p5678.

Wie in 2.3 bemerkt wurde, hat die in 2.4.3 (S.33) de�nierte graduierte umgekehrt
lexikographische Ordnung >dp als Termordnung auf K[p] die Eigenschaft, dassf•ur
σ⊥ τ immer

pσpτ >dp ps∧τpσ∨τ

gilt. Nun folgt aus3.2.10zusammenmit 3.1.14,dassf•ur dasInitialmonom indp(f ) =
pu einesPolynoms f ∈ Ik,n immer ein Paar σ⊥ τ ∈ supp(u) existiert, woraus

indp(Ik,n) = 〈pσpτ : σ⊥ τ〉

folgt. Da ferner der Term pσpτ mit σ⊥ τ in fσ,τ mit Koe�zien t 1 vorkommt und
σ(ν) < τ (ν) f•ur alle anderen Terme cν pσ(ν)pτ(ν) gilt, ist die K-Vektorraum-Basis
3.2.10zugleich einereduzierte Gr•obner-Basis,wie sie in 2.4.2(S.33) de�niert wurde.

3.2.13 Korollar
Die Menge

Gk,n : = {fσ,τ : σ⊥ τ}
mit den in 3.2.10 definierten homogenen quadratischen Polynomen fσ,τ ∈ K[p] ist
die reduzierte Gröbner-Basis des Plücker-Ideals Ik,n bezüglich >dp.

Insbesondereist ein Monom genaudann ein Standardmonom,alsonicht in indp(Ik,n)
enthalten, wenn der Support eine Kette in der partiellen Ordnung ≤ bildet.

3.2.14 Korollar
Die Polynome der Form

detσ(1)
· · · detσ(t)

∈ K[t] (σ(1) ≤ . . . ≤ σ(t) ∈
� n
k

�
, t ∈ � )

bilden eine K-Vektorraum-Basis der von den k-Minoren in K[t] erzeugten Plücker-
Algebra OG(k,n)(G(k, n)) .

3.3 Plücker-Relationen in der Darstellungstheorie

Es sollen hier noch die Ergebnisseaus 3.2 f•ur K = � und V = � n aus Sicht der
Darstellungstheorie betrachtet werden. Dabei stellt sich heraus, dass der Vektor-
raum kerPk ⊂

V k V
N V k V (s. 3.1.13,S.51), dessenDualraum der quadratische

Teil deshomogenenKoordinatenrings der Grassmannschen ist (s. 3.2.9, S.58), eine
irreduzible Darstellung der allgemeinenlinearen Gruppe GLn � bildet. Als Referenz
zu Begri�en der Darstellungstheorie dienen [FH91] und [Ful97].

Es sei eine nat•urliche Zahl d > 0 �xiert. Wie in 2.6 bereits in anderemZusam-
menhang erw•ahnt wurde, assoziiert man zu einer Partition λ = (λ1 ≥ . . . ≥ λm)
von d = λ1 + . . . + λm ein Young-Diagramm, also eine eine Tabelle von d Zellen
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in m Zeilen, so dass in der i-ten Zeile von oben gez•ahlt linksseitig ausgerichtet λi
Zellen stehen.Die Zellen desYoung-Diagrammsλ indizieren die d Kopien von V im
kartesischen Produkt V ×λ := V × . . . × V . Die folgendeDe�nition ist [Ful97](8.1)
entnommen.

3.3.1 Definition
Es sei ein � -Vektorraum U und eine � -multilineare Abbildung ϕ : V ×λ −→ U mit
folgenden Eigenschaften gegeben:

(1) ϕ ist alternierend in den Einträgen jeder Spalte von λ, d.h. es ist ϕ(v) = 0 für
v = (v1, . . . , vd), sobald vi = vj für ein Paar i 6= j, mit i und j in der selben
Spalte von λ.

(2) Für v ∈ V ×λ gilt stets ϕ(v) =
P

ϕ(w), mit Summation über alle w ∈ V ×λ,
die man aus v erhält, indem man zwei Spalten in λ wählt und alle Einträge
der ersten Spalte mit den Einträgen einer festen Teilmenge der zweiten Spalte
austauscht.

Der Schur-Modul zur Partition λ ist der eindeutig bestimmte � -Vektorraum � λ V ,
mit der universellen Eigenschaft, dass zu U,ϕ wie oben eine multilineare Abbildung
λ : V ×λ −→ � λ V und ein eindeutig bestimmter � -Vektorraum-Homomorphismus
~ϕ : � λ V −→ U existiert, so dass λ die Bedingumngen (1) und (2) erfüllt und ϕ = ~ϕ◦λ
gilt.

Der Schur-Modul ist eine Verallgemeinerungdes symmetrischen und des alternie-
renden Produkts. F•ur das einzeiligeDiagramm λ = (d) ist Bedingung (1) aus 3.3.1
hinf•allig, w•ahrend (2) dann bedeutet, dassalle Eintr •age kommutieren. Man erh•alt
also � (d) V = Symd V und umgekehrt auch � (1,...,1) V =

V d V f•ur das einspalti-
ge Diagramm λ = (1, . . . ,1). Der folgende Satz ist fundamental und wird z.B. in
[Ful97](8.2, Th.2) bewiesen.

3.3.2 Proposition
Hat λ höchstens n Zeilen, so ist � λ V eine irreduzible Darstellung von GLn � und
alle irreduziblen polynomialen Darstellungen1 von GLn � sind von dieser Form.

Eine explizite Einbettung � λ V ↪→ N d V ist durch die folgendeKonstruktion gege-
ben, die hier aus [FH91] (Lec.6) zitiert wird. Dazu seiλ mit einer festenNummerie-
rung durch 1 . . . d versehen,so dasseine Identi�k ation Sd = S(λ) gegeben ist. Die
Gruppenalgebra zu Sd ist der freie Vektorraum � [Sd] mit Basis {eπ}π∈S d

, auf dem
die Multiplik ation eπeπ̃ = eππ̃ de�niert ist. Die (rechtsseitige) Gruppenwirkung von
Sd auf

N d V , die durch (v1 ⊗ . . .⊗ vd) . π = vπ(1) ⊗ . . . ⊗ vπ(d) gegeben ist, macht
die Elemente aus � [Sd] zu Endomorphismenauf

N d V .

3.3.3 Lemma
Es bezeichne Rλ die Unterguppe in Sd, die aus denjenigen Permutationen besteht,
welche die Zeilen in λ erhalten (also Rλ ∼= Sλ1× . . .×Sλm), und Cλ die Untergruppe
derjenigen Permutationen, welche die Spalten erhalten. Es sei aλ, bλ, cλ ∈ � [Sd] mit

1Eine Darstellung ρ : GLn � −→ GL(W ) heißt polynomial, wenn sie nach Wahl einer Basis von
W ∼= � N durch N2 Polynome (in n2 Variablen) gegeben ist.
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aλ : =
X

π∈Rλ
eπ, bλ : =

X

π∈Cλ
sgn(π) eπ

und cλ := aλ · bλ. Der Schur-Modul � λ V ist das Bild von cλ als Endomorphismus
auf

N d V .

3.3.4 Theorem
Der Vektorraum kerPk ⊂

V k V
N V k V (s. 3.1.13, S.51) ist für V = � n der Schur-

Modul � λ V zur Partition λ : 2k = 2 + . . . + 2.

Beweis. Es sei die erste Spalte im Diagramm λ = (2, . . . ,2) von oben nach unten
mit 1 . . . k und die zweite Spalte mit k + 1 . . . 2k nummeriert:

PSfrag replacements

1

2

k

k+ 1

k+ 2

2k

...
...

...

Mit Cλ = S({1, . . . , k}) ×S({k + 1, . . . ,2k}) entsprechend 3.3.3 erh•alt man bλ als
Einbettung

bλ :
V k V

N V k V
� � // N 2k V ,

(v1 ∧ . . . ∧ vk) ⊗ (vk+1 ∧ . . . ∧ v2k) 7−→
X

π∈Cλ
sgn(π) vπ(1) ⊗ . . .⊗ vπ(2k).

Daher ist � λ V = im(aλ ◦ bλ) als Unterraum von
V k V

N V k V das Bild von aλ =
Fk, da Rλ = Hk von den Transpositionen (i, k + i) f•ur i = 1 . . . k erzeugt wird (s.
3.2.5, S.56). Die Behauptung folgt also aus 3.2.7.

3.3.5 Bemerkung
Als Verallgemeinerungder ZerlegungV

N
V =

V 2 V
L

Sym2 V liefert die Formel
von Pieri (s. [FH91], 15.25) die Zerlegung

V k V
N V k V =

L k
i=0 � λ(i) V , (3.3.6)

wobei die Diagramme λ(i) aus dem Diagramm zur Partition k = 1 + . . . + 1 durch
Hinzuf•ugen von k Zellen hervorgehen,und zwar so, dass keine zwei Zellen in der
selben Zeile angef•ugt werden. Es ist also λ(i) = (2, . . . ,2,1, . . . ,1) mit i 2en. F•ur
k = 2 ist beispielsweise

PSfrag replacements

V 2 V
N V 2 V =

V 4 V
L � (2,1,1) V

L
kerP2: ⊗ = ⊕⊕

Die Diagrammeλ(i) mit i < k sind dabei geradediejenigen,die ausdem Diagramm
zur Partition k− 1 = 1+ . . . + 1 durch Hinzuf •ugen von k + 1 Zellen nach der selben
Regelhervorgehen,so dassanstelle von 3.3.6 tats•achlich

V k V
N V k V =

� V k−1 V
N V k+1 V

� L
kerPk

geschrieben werden kann, was f•ur den Fall K = � also bereits die Surjektivit •at von
Pk impliziert, die mit 3.2.1 allgemeinergezeigtwurde.
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3.4 Die flache Deformation der Grassmannschen

Es soll nun, unter Verwendungder Ergebnisseaus2.4 und 3.2, die Degenerationder
Grassmannschen G(k, n) zur Torischen Variet•at X(k, n) als flache Deformation im
Sinne der Deformationstheorie beschrieben werden.

Es werden zun•achst kurz die bisherigen Beobachtungen zusammengefasst.In
1.2.10(S.14) wurde das Pl •ucker-Ideal

Ik,n = ker
�
pσ 7−→ detσ

�

und in 2.1.1 (S.22) das torische Ideal

Ik,n = ker
�
pσ 7−→ dσ

�

mit Diagonal-Monomendσ de�niert, wobei sich die Determinante detσ mit der Leib-
nizformel als Summe

detσ =
X

π∈S k

sgn(π) π .dσ

von permutierten Diagonal-Monomenschreiben l•asst. In 2.3.9 (S.30) wurde ein dis-
tributiv er Verband auf der Indexmenge

�
n
k

�
de�niert, und es wurde in 2.4.5 (S.34)

gezeigt,dassIk,n von den Binomen der Form

pσpτ − pσ∧τpσ∨τ , (3.4.1)

indiziert durch die Paare σ, τ ∈
�
n
k

�
mit τ ≺ σ und σ � τ , erzeugt wird, w•ahrend in

3.2.10und 3.2.13nun gezeigtwurde, dassIk,n dasErzeugnisvon genausoindizierten
homogenenquadratischen Polynomen der Form

pσpτ − pσ∧τpσ∨τ +
X

ν

cν pσ(ν)pτ(ν) (3.4.2)

ist, wobei die Koe�izienten cν aus
�

sind und die Indizeesσ(ν) und τ (ν) die Eigen-
schaft haben, dassσ(ν) < σ∧ τ und τ (ν) > σ∨ τ , sowie σ(ν) ∪ τ (ν) = σ∪ τ , f •ur alle
ν gilt.

Insbsondereliefert die K-Vektorraum-Basis der Pl •ucker-Algebra K[p]/Ik,n aus
Standardmonomen(s. 3.2.14) o�ensichtliche K-Vektorraum-Isomorphismen

H0(G(k, n), OG(k,n)(m)) ∼= H0(X(k, n), OX(k,n)(m))

f•ur alle m ∈ � .

3.4.3 Korollar
Die projektiven Varietäten G(k, n) und X(k, n) haben das selbe Hilbert-Polynom

h(m) =
�
� �

(σ(1), . . . , σ(m)) : σ(1) ≤ . . . ≤ σ(m) ∈
� n
k

�	 �
� (m ∈ � ).

Insbesondere ist das (k(n− k))!-fache des Leitkoeffizienten,

degG(k, n) =
�
k(n− k)

�
!
kY

i=1

(k − i)!
(n− i)! ,

auch der Grad der Grassmannschen (s. 2.6.1, S.44)
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3.4.4 Bemerkung
Die aus 3.4.1, bzw. 3.4.2, resultiernedeDarstellung

v =
X

u

cνu (0 6= cu ∈ K, u Standardmonome)

eines Nicht-Standardmonoms v aus einer Summe von Standardmonomenmit den
hier gegebenenEigenschaften ist bekannt als sogenannte straightening relation, wo-
bei in diesemZusammenhangder aus der Theorie der Gr•obner-Basenbekannte Be-
gri� Standardmonom aus einer partiellen Ordnung heraus de�niert wird, die auf
Erzeugernder zugrundeliegendenAlgebra gegeben ist (vgl. [BH93], 7.1).

Der Begri� einer flachen Familie von Algebren oder Vaiet•aten wird ausf•uhrlich in
[Eis94](Ch.6) diskutiert. Eine Famile von Variet•aten besteht ausdenFasernϕ−1({b})
•uber den Punkten b ∈ B zu einem Morphismus ϕ : X −→ B von Variet•aten. Eine
solche Familie hei�t 
ac h, wenn zu jedem Punkt x ∈ X eine a�ne Umgebung U
von x und eine a�ne Umgebung V von ϕ(x) existiert, so dassϕ eine Restriktion
U −→ V induziert und der Koordinatenring S = OU (U ) 
ac h als OV (V )-Modul1

ist, wobei S durch den induzierten Homomorphismus von Koordinatenringen zu
einerOV (V )-Algebra wird. Insbesonderebezeichnet man eine Variet•at Y als flache
Deformation oder Degeneration einer Variet•at X in der speziellen Situation, dass
die Koordinatenringe durch OX(X) = S/I und OY (Y ) = S/Î f•ur S = K[x1, . . . , xr]
und IdealeI, Î ⊂ S gegeben sind, sodassf•ur ein Ideal J in S[t] die K-Algebra S[t]/J

ac h als K[t]-Modul ist und

S[t]/J ⊗K[t] K[t, t−1] ∼= S/I[t, t−1], (∗)

sowie
S[t]/J ⊗K[t] K[t]/〈t〉 ∼= S/Î . (∗∗)

Das bedeutet, man hat eine 
ac he Familie ϕ :
� r −→ � 1 so dass die allgemeine

Faser •uber jedem Punkt 0 6= u ∈ K isomorph zu X ist, w•ahrend Y die spezielle
Faser •uber 0 bildet. Die Flachheit garantiert dabei, dass gewisseKonstanten wie
Dimension und Grad bei der Deformation erhalten bleiben.

Beispielsweiseerh•alt man zu einerTermordnung> auf S die Gröbner-Degeneration
von X bzgl. >, indem man das Initialideal in>(I) f•ur Î nimmt (s. 2.4.2, S.33). Dies
ist ein Spezialfall der folgendenStandard-Konstruktion einer 
ac hen Deformation,
die [Eis94](Th.15.17) entnommen ist.

3.4.5 Lemma
Es sei S = K[x] = K[x1, . . . , xr]. Eine Gewichtsfunktion λ :

� r −→ �
definiert eine

partielle Ordnung >λ auf der Menge der Monome in S. Für g ∈ S sei

~g : = tbg
�
t−λ(x1), . . . , t−λ(xr)

�
∈ S[t],

wobei b den maximalen Wert aller λ(u) zu den an g beteiligten Exponenten u ∈ � r

bezeichnet und λ abkürzend als Funktion von Monomen notiert ist. Weiter sei inλ(g)
die Summe der Terme in g, deren Exponent bzgl. >λ maximal ist. Für ein Ideal I ⊂ S

1Ein Modul M über einem Ring R heißt flach, wenn für jede Inklusion N ′ ⊂ N von R-Moduln
die induzierte Abbildung M ⊗R N ′ −→M ⊗R N ebenfalls eine Inklusion ist.
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sei inλ(I) := 〈inλ(g) : g ∈ I〉 das Initialideal, und es sei ~I das Ideal 〈~g : g ∈ I〉 in
S[t].

Dann ist S[t]/~I flach als K[t]-Modul und es sind (∗) und (∗∗) mit J = ~I und
Î = inλ(I) erfüllt, d.h. S[t]/~I ist eine flache Familie über K[t] mit spezieller Faser
S/inλ(I) und allgemeiner Faser S/I.

Man hat also ~g = inλ(g) + tg′ mit g′ ∈ S[t], und um aus 3.4.5 Die Gr•obner-
Degeneration zu erhalten, stellt man die gegebene Termordnung > durch einen
Gewichtsvektor dar, so dassinλ(I) = in>(I) gilt.

Eine geeigneteGewichtsfunktion, mit der man X(k, n) als Degenaration der
Grassmannschen G(k, n) erh•alt, wird explizit bei [GL96](Th.5.2) angegeben und
hier zitiert.

3.4.6 Theorem
Die Torische Varietät X(k, n) ist eine Degeneration der Grassmannschen G(k, n)
i.S.v. 3.4.5.

Beweis. Man w•ahle eine festenat•urliche Zahl N > n. Die N -adische Darstellung

Nσ : =
kX

i=1

σiN
k−i

von σ = {σ1 < . . . < σk} de�niert die Gewichtsfunktion

λ : � (nk) // � , u = (uσ)σ 7−→ λ(u) = −
X

σ

uσNσ.

Zu zeigenist, dassf•ur die Erzeuger

fσ,τ = pσpτ − pσ∧τpσ∨τ +
X

ν

cν pσ(ν)pτ(ν) (σ⊥ τ ∈
� n
k

�
)

der Pl•ucker-Ideals Ik,n (s. 3.4.2) stets inλ(fσ,τ ) = pσpτ − pσ∧τpσ∨τ gilt. Zu σ =
{σ1 < . . . < σk} und τ = {τ1 < . . . < τk} hat man σ ∨ τ = {m1 < . . . < mk} und
σ ∧ τ = {n1 < . . . < nk} mit mi = max{σi, τi} und ni = min {σi, τi} f•ur i = 1 . . . k
(s. 2.3.10,S.31). Also gilt jedenfallsNσ + Nτ = Nσ∧τ + Nσ∨τ . Sei nun σ(ν) = α =
{α1 < . . . < αk} und τ (ν) = β = {β1 < . . . < βk} f•ur ein ν in der Darstellung von
fσ,τ . Also gilt σ ∨ τ < β, und ist s die kleinste Zahl s ∈ {1, . . . , k} mit βs > ms, so
folgt wegenα < σ ∧ τ und α ∪ β = σ ∪ τ nun αi = ni f•ur i = 1 . . . s. Damit gilt
αs + βs > ms + ns = σs + τs, alsoNα + Nβ > Nσ + Nτ .
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