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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arb eit ist die in [GL96] vorgestellte und in [BCKS98] sawie
[Stu95] und [MS04] weiterentwickelte Degenerationvon partiellen Fahnervarietaten
zu Torischen Varietaten. Wesettliche Strukturmerkmale dieser Degenerationlassen
sich anhand der Degeneration der Grassmannschen als Prototyp einer partiellen
Fahnervarietat darstellen, auf die hier eingegangerwird.

Die Arb eit gliedert sich in drei Teile. Gegenstanddesersten Teils ist die Einfeh-
rung der Grassmannsben, die als Algebraische Varietat die Mengealler Unterraume
einer festenDimensionin einemvorgegetenenendlichdimensionalenVektorraum pa-
rametrisiert. Die Ergebnissehierzu geheren zum klassisdien Repertoire der Algebrai-
sthen Geometrie und wurden bereits ausfehrlich in [HP53] hergeleitet und seitdem
von verstiedenen Autoren aufgegri en und in moderne Terminologie mbertragen.
Als Referenzendienen hier im Wesettlichen [GH78], [Har92] und [EH99]. Es wird
in 1.1 zunachst eine Herleitung diesesGegenstandesaus meglichst elemenaren Be-
grien der linearen, bzw. multilinearen, Algebra angegelen und in 1.2 eine Ubert-
ragung aus der multilinearen Algebra in die Sprace der Algebraischen Geometrie
vorgestellt. Nicht berecksichtigt wird hier die Sichtweise der klassistien Topologie
oder der Di eren tialgeometrie.

Bei Torischen Varietdten handelt essich um eine Klasse von Algebraischen Va-
rietaten, derengeometristie Struktur sich vollstandig auf Begri e der konvexenGeo-
metrie abbilden lat. Die klassishien Referenzenhierzu sind [Oda8g und [Ful93].
Ausgehendvon einer naheliegendenalgebraisten Vereinfadwng der Grassmann-
schen (2.1) wird im zweiten Teil eine Besdireibung der von [GL96] angegelenen
Torischen Varietat aus der kombinatorischen Algebra heraus entwickelt. Die Be-
schreibung der algebraistien Struktur mit Hilfe der Ordnungstheorie,die in 2.3 aus-
gefuhrt und in 2.5 entsprechend der Theorie Torischer Varietaten in Begri en der
konvexen Geometrieinterpretiert wird, ist im Kern eine Ausfehrung der Bemerkung
11.11in [Stu95).

Um die Degenerationder Grassmannsbenin 3.4im Sinneder Deformationstheo-
rie zu prazisieren,wird im dritten Teil gezeigt,dassdie in 2.4 angegelenenBinome,
die eineminimale Erzeugermengedesideals der Torischen Varietat aus dem zweiten
Teil bilden, sich als "Initialp olynome" von Erzeugerndes Pliicker-Ideals der Grass-
mannsden herausstellen,wobei hier unter einemInitialp olynom eine Verallgemeine-
rung desausder Theorie der Grebner-Basenbekannten Initialterms zu verstehenist.
Dazu wird in 3.1 zunadhst eine Herleitung der klassisten Pliicker-Relationen vor-
gestellt, die sich an den Darstellungen aus [GH78] und [Har92] orientiert, und die in
3.2 als Grundlage fur die Konstruktion einer Grebner-BasisdesPlecker-ldealsdient.
Wie in 3.3kurz angerisserwird, sind erntsprechendeAussageneiber dasPlecker-ldeal
bereits aus Begri en der Darstellungstheorie herausentwickelt worden, wahrend die
hier ausgetihrte explizite Beredinung eine genaueEingrenzung der zulassigenCha-
rakteristik deszugrundeliegendenK erpers ermeglicht.



Allgemeine Voraussetzungen und Notation

Sowneit nicht abweichend de niert, bezeitinen stets n und k& zwei naterliche Zahlen
mit 0 < k£ < n und K einen algebraisti abgesblossenenK erper von Charakteris-
tik charK = 0 oder charK > k. Da, abgesehernvon Beispielen, grundsatzlich dieser
Kerper zugrundegelegtwird, wird die Indizierung durch K zur Abkerzung der No-
tation oft ausgelassemund implizit vorausgesetzt.

Sofernausdem Kontext herausklar ist, wasjeweils gemeirt ist, wird zur Abk er-
zung gelegetiich eine Mengeder Form {1,...,n} mit der Zahl n notiert. Beispiels-

n

weisewird mit & sowohl die Zahl

n n!

E kl(n—k)

als auch die Menge

P {c c{1,....,n}: |o| = k}

bezeitinet. Um Bezugauf die Elemerte vono € 7 in ihrer Anordnung zu nehmen,
wird o = {o1,...,0,} Mit 1 <oy < ... <o <nkurzmit o = {01 <...<oy}
notiert.

Weitere Bezeichnungen

Halbgruppe der naterliche Zahlen 0,1, 2,. ..
Gruppe der ganzenZahlen

K* multiplik ative Gruppe K \ {0}
VY Dualraum zu einem K-Vektorraum V/
vt Annulator einesK-Vektorraums V'
E,.V Mengeder Epimorphismen V. K™ (S.6)
Eixn Mengeder (k x n)-Matrizen vom Rank % uber K (S.10)
my m-faches au eres Produkt eber V' (S.8)
Sym”™ V m-faches symmetrisches Produkt eber V' (S.47)
GL, Allgemeine Lineare Gruppe uber K™
Gs Permutationsgruppe uber einer Menge S
K[ST Halbgruppenalgebraeber einer Halbgruppe S
K[x] Polynomring eber einem endlichen Variablensystemx
m m-dimensionalera ner Raum wuber K
m m-dimensionalerprojektiver Raum eber K
m m-dimensionaler Torus eber K
[z1: ... z,] homegeneKoordinaten K*(x1,...,xm)
Z(P) Verband der Ordnungsidealeeber einer Ordnung P (S.28)
e(P) lineare Erweiterungen einer partiellen Ordnung P (S.31)
xly Unvergleicdhbarkeitsrelation in einer partiellen Ordnung

Im brigen orientiert sich die Notation an der Standard-Literatur (insbes.[Har77],
[Ful93], savie [FH91)).



1 Die Grassmannsche und der projektive Raum

1.1 Epimorphismen unter Gruppenwirkung

Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 0 < k£ < n. Die Grassmannsche ist
die Menge
&(k,V) := {L<V:dimgL=k} (1.1.1)

aller k-dimensionalenUnterraume von V. Diese Menge soll in diesem Abschnitt in
elemenaren Begrien der Linearen Algebra mit einer Struktur versehenund mit
dem Konzept des projektiven Raumesin Beziehung gesetztwerden.

Zur Festlegungder Notation werden zunachst kurz die hier wesetlichen Eigen-
schaften einer Gruppenwirkung' zusammengefasst,

1.1.2 DEFINITION+PROPOSITION
Es sei G eine Gruppe mit neutralem Element 1. Eine Wirkung von G auf einer Menge
X (G-Wirkung) ist eine Abbildung

Gx X —>X7 (g7$) — g.7,

mit den Eigenschaften 1.x = x fiir allex € X und g.(h.x) = gh.z fiir alle g,h € G
und alle x € X. Die G-Wirkungen auf X entsprechen in natiirlicher Weise den Grup-
penhomomorphismen von G in die Permutationsgruppe von X, wobeil insbesondere
x — ¢g.x fiir g € G jeweils eine Permutation von X bildet.

(i) Ein G-Morphismus zwischen zwei G-Wirkungen auf X undY ist eine G-invariante
Funktion f: X — Y, d.h. eine Funktion, die f(g.x) = ¢. f(z) fiir alle g € G
und alle x € X erfiillt. Ein bijektiver G-Morphismus heifit G-Isomorphismus.

(ii) Ist H eine Untergruppe von G, so wirkt G auf den Nebenklassen G/H mit
g.hH = ghH fiir g, h € G.

(iii) Eine TeilmengeY C X heifit invariant unter der Wirkung von G, wenng.y € Y
fiir alle y € Y. In diesem Fall wird eine G-Wirkung auf Y induziert.

(iv) Fiir x € X heifit die invariante Teilmenge G(x) := {g.x: g € G} C X der
Orbit von z. Die Orbits bilden eine Zerlegung von X in Aquivalenzklassen,
deren Restklassenmenge als Quotient X /G bezeichnet wird. Gibt es nur einen
Orbit, so heifit die Wirkung transitiv.

(v) Fiir x € X heifit die Untergruppe G, := {g € G: g.x = z} die Isotropiegruppe
von x. Es gilt G, , = gG,g~ " fiir alle g € G und alle x € X. Eine G-Wirkung
heisst frei, wenn G, = {1} fiir alle x € X. Zu jedem x € X ist die Abbildung
G/G, — G(z) mit gG, — ¢ .x ein G-Isomorphismus.

Die multiplik ative Gruppe K* = K \ {0} wirkt auf dem Vektorraum V' durch Ska-
larmultiplik ation und lat dabei die Menge V' \ {0} invariant. Aus der induzierten
freien K*-Wirkung auf V' \ {0} erhalt man als Quotienten den projektiven Raum

V= V\{0} /K%,

'Eine ausfithrliche Behandlung findet sich z.B. in [Kaw91].



desserElemerte K*(v) fur v € V'\ {0} mit [v] notiert werden.Man kann jeden Vektor
v € V als eine Linearform auf dem Dualraum V'V = Hom(V, K) au assen, die genau
dann surjektiv ist, wenn v von Null versdieden ist. In diesemFall ist der Kern
eine Hyperebenein V'V mit Annulator (kerv): = Kv = [v] U {0} im Bidualraum
VYV = V, wasdie Identi k ation

Vo= 8@1,V) = &(n-1V) (1.1.3)

motiviert. Allgemeinerist der Vektorraum Hom(V, K¥) fer 0 < k < n einlinksseitiger
Modul uber der Endomorphismen-AlgebraEnd K*, und die Teilmenge

E.V := {f € Hom(V, K¥): f surjektiv}

der Epimorphismen V/ Kk ist unter der Wirkung der Einheitengruppe GL; in
End K* invariant.

1.1.4 PROPOSITION
Zu f,¢p € E,V gibt es genau dann einen Automorphismus g € Gl mit ¢ = gf,
wenn ker f = ker . Im Existenzfall ist g eindeutig bestimmt.

Beweis. Esist klar, dassker gf = ker f fur g € GL, gilt. Seiandererseitsker f =
ker o= L.Dannerfullt g:= Bf ' die Behauptung, wobei 7, 7: V/L — KF die in-
duzierten Isomorphismenbezeidinet. Die Eindeutigkeit ist klar, da Epimorphismen
rechtsseitig keirzbar sind: ¢gf = ¢f impliziert g = g. 0

Die Gruppe GL;, wirkt also wiederum frei auf der Menge E, V' und die Identi k ati-
on 1.1.3lat sich verallgemeinern,indem jeder Orbit GL.(f) mit dem Unterraum
ker f € ®&(n — k,V) oder dessenAnnulator (ker f)- e &(k, V") assoziiert wird.
Man erhalt ein kommutativ es Diagramm von Bijektionen:

E.V/GL, (1.1.5)

R

&(n—k,V) &(k,VY)

1.1.6 PROPOSITION
Zu f,p € E,V existiert immer ein Automorphismus h € GLV mit ¢ = fh.

Beweis. Diesfolgt daraus,dassV als K-Vektorraum ein freier und daher projektiv er
Modul ist: Es gibt h,h’ € EndV mit ¢ = fh und f = ¢h/, also f = fhh' und
© = ph'h, woraus,da f und ¢ Epimorphismensind, hh’ = h'h = idy,, alsoh € GLV,
folgt. O

Es liegt also eine transitiv e Wirkung
GLV XEyV —=E\V, h.f = fh},

vor, die wegender Assoziativitat (gf)h = g(fh) mit der GL,-Wirkung kommutiert,
so dasseine transitive GLV-Wirkung auf dem Quotienten E;V/GLy, induziert wird.

1.1.7 PROPOSITION
Die Bijektionen 1.1.5 sind GLV -Isomorphismen, wobei GLV auf &(n — k,V) mit

L +—— h(L) und auf &(k, V") mit L — h_lv(L) fiir h € GLV operiert.
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Beweis. Die Bijektion E,V/GL; — &(n —k,V) ist wegenker fh~! = h(ker f)
GLV-invariant, und fur E,V/GL, — &(k, V") erhalt man

(GL(fh™Y) +— (ker fA~H* = im(fh™1)"
= imh VY = Y im V) = bV (ker )T

Fur die Bijektion &(n — k,V) — &(k, V) ist zu zeigen,dassh(L)" = n~1Y(L1)
fur L € &(n — k,V) gilt: ist o € h(L)*, soist ¢ = ph € Lt alsop = ph~! =
h=1 () € hY(LY), und ausp = yh~' € b 1Y(LL) mit ¢ e Lt folgt ¢ € h(L)*.

Zu bemerken ist, dassdie GLV-Wirkung auf &(k, V") in 1.1.7 der GLV-Wirkung
auf &(n — k, V) unter dem naterlichen Isomorphismus

GLV —=>GLVY, h — BtV = pvt

(1.1.8)
entspricht, so dassdie Aussagesymmetrisch fer V'V unter Identi k ation von GLV
mit GLVV gilt.

Anstatt einen Vektor 0 ¥ v € V wie in 1.1.3 als Epimorphismus V' K
aufzufassen,kann man ihn genausogutmit dem durch ¢ — cv gegelenen Mono-
morphismus K — V' identifzieren. Allgemein erhalt man durch Ubergangzu dualen
Abbildungen vellig analogeErgebnisse,wenn man &(k, V') mit den Bildern der Mo-
nomorphismenK* — V' modulo der GL,-Wirkung ¢ — @g~! assoziiertund GLV
mit ¢ —— hyp operierenlat. Es ergibt sich ein zu 1.1.5"duales"” Diagramm

MonomorphismenK* — V' / GL

/

&(k, V) &(n—k,VV)

von GLV-Isomorphismen.

1.1.9 BEMERKUNG
Die Isotropiegruppen

(GLV), = {heGLV: k(L) = L}

zu L € &(k,V) sind immer nichttriviale edte Untergruppenin GLV, die wegen
der Transitivit at der Wirkung alle zueinander konjugiert sind, so dass zu jedem
L € &(k,V) ein Isomorphismus

&(k, V) = (GLV)(L) ZeLv (GLV)/(GLV)L

existiert, der eine Besdireibung von &(k, V) als Menge von GLV-Nebenklassenlie-
fert. Man erhalt die Isotropiegruppe zu L € &(k, V) in der Form

KRV, v KE
GLV), = v lf ? ! ’
(GLV)z AT g aL=0 ker faL=0

fur ein Paar (¢, f) ausder exaten Sequenz

0 Kk —2 s v Knk — = 0,




d.h. die Gruppenelemete entsprechen den Paaren von Monomorphismeng: K —
V und Epimorphismen f: V. K" * mit fo = 0, washier ker f = im ¢ impliziert.
Diese Sichtweiseergibt sich aus dem Diagramm

0 KF =V Kr—k —— 0
L LIRS
0 Kk 2 v 1% z / ank: 0

wobei f'¢ € GL, und f¢' € GL,_, sonvie h = ¢f'+ ¢’ f € GLV.

1.1.10 BEISPIEL
EsseiV = K™ mit der Standardbasis(ey,...,e,) versehen.Die Isotropiegruppe von
Lo = span{ey,...,ex} € &(k,K™) ist die Untergruppe
( A C | )
o B A€ Gl, BeGL, i, CeKXx0nk

(G, =
deren Elemerte man i.S.v. 1.1.9in der Form ¢f’ + ' f aus dem Repraseranten
(o, f) von Ly mit

!
Ey,

SO = 0 c KnXk Und f — O Enfk c K(n—k)Xn

erhalt (wobei jeweils E,, die (m x m)-Einheitsmatrix bezeidinet), wenn man dazu
A € Gly, B € GL, 4 und C 5 € KF*(=F) wahlt und daraus die Matrizen
!

C
f'= A ¢ eKF"und ¢ = 2 g Knx(n—k)

bildet. In dem unitaren Vektorraum ™ hat man zu L € &(k, ™) den kanoni-
schen Komplemertarraum Lt € &(n — k, ™), und es wirkt bereits die Gruppe
U(n) C GL, der unitaren Matrizen transitiv auf &(k, ™), denn man erhalt L =
span{fi,..., fx} fur eine Orthonormalbasis (f1, ..., f,) von ", sodassL = F(L)
mit F = (f1...fn) € U(n). Es ergibt sich

( ! )

Un), = gl ; CAcU), BEUm—k) = Uk) x U(n — k),

und daraus &(k, ") =y, U(n)/ U(K) x U(n —k) .

Es soll nun noch die so genannte Pliicker-Einbettung der Grassmannsben in einen
projektiven Raum de niert werden, wobei der GLV -Isomorphismus 1.1.5 zwischen
&(k,VV) und E,V/GL, zugrunde gelegetwird.

1.1.11 DEFINITION+PROPOSITION
Es sei W ein K-Vektorraum. Eine r-fach multilineare Form

a: Wx...xW —=K



heift alternierend, falls o(wy,...,w,;) = 0, sobald w; = wj fiir ein Paar i 7 j.
Insbesondere gilt damit bereits a(wy,...,w,;) = 0, wenn die Menge {w1,...,w,}
linear abhéngig ist. Die r-fach alternierenden Multilineraformen auf W bilden einen
K-Vektorraum Alt " W. Ist (e;);=1...m eine Basis von W, so bilden die T Linearfor-
men

ag: o — oegy,---,€0,)
zuo = {o1,...,00,y mit1 <oy <...< o, <m eine Basis des Dualraums Alt" W v,

Der Beweis ist elemertar und ndet sich z.B. in [Sat75. Ist W' ein weiterer K-
Vektorraum und « € Alt " W, so erhalt man zu f € Hom(W’, W)

o f 1= ao(fx...x f)e At" W, (1.1.12)

also (o* f)(w1, ..., w.) = a(f(wi),..., f(w,)) fur wy,...,w,. € W’. Damit ist eine
lineare Abbildung

Att™ f: At"W ——= Alt" W', a — a*f,

mit der Eigenstaft
dimgim f <r < Alt" f= 0. (1.1.13)

de niert. Auerdem ist klar, dass Alt" ein kontravarianter Funktor ist: fer ¢ €
Hom(W, W") und o € At” W” qilt (a*g)*f = o*(gf). Wie jeder kontravarian-
te Funktor, der die Kategorie der K-Vektorraume auf sich abbildet, bildet Alt”"
Mono- auf Epimorphismen und Epi- auf Monomorphismen ab, so dass insbeson-
dere Alt" W \ {0} invariant unter der Wirkung

GLW x At"W ——=At" W, h.a = ah™},

ist, wodurch eine Wirkung auf dem projektiven Raum Alt " W induziert wird.

1.1.14 THEOREM
Durch die Zuordnung Gly(f) — [o*f] fiir ein o € Alt* KF mit o*f Z 0 ist eine
GLV-invariante Injektion

Bryv: EV/GL, —— AltFV

definiert.

Beweis. Nach 1.1.13 ndet man zu f: V. K* ein a € AltFKF mit o*f # 0,
und wegenAlt ¥ K* = K ist der Orbit [o*f] unabhangig von dieser Wahl, so dass
jedenfalls eine Abbildung E,V —  Alt* V de niert ist. Dieseist konstart auf den
GLy,-Orbits, dennfur g € GLy, ist a*(gf) = (a*g)*f mit a*g = ca € Alt*K* fur ein
c € K*. Die Abbildung ist alsowohlde niert und die GLV -Invarianz ist klar.

Ist nun GL,(f) # GL(f') fur f,f' € E,V, soist ker f' # ker f nach 1.1.4, so
dassesein v € ker f' mit f(v) # 0 gibt. Zu o € Alt*K* mit o*f # 0 existieren
v, v € KE mit (o f)(v1,...,v) 7 0. Insbesondereist (z1,...,z;) mit z; =
f(v;) fur i = 1...k dann eine Basis von K*, also f(v) = A1 + ...+ Ayx, mit
A; Z 0 fur ein i, etwa i = 1. Es folgt o f(v,va,...,v) = a(f(v),zo,...,xk) =
Az, ..., x) #Z 0, und wegen(a* f')(v,ve,...,v,) = 0also[a*f] # [a* f]. n



Speziell ist die Plucker-Einbettung 1.1.14 far £ = 1 die identische Abbildung auf

VY, wobei E; V = VV\{0} = Alt } V\{0}. Ublicherweisenotiert man den Dualraum
zum Vektorraum der r-fach multilinearen Formen als r-faches Tensorpradukt, d.h.
esgibt eine naterliche Identi k ation

\Y;
At W)Y = "W

Y,
mit dem kovarianten Funktor " = Hom(-,K) o Alt", wobei

\% N
W= "W /span{w; ®...®w,: w; = w; fur ein Paari ¥ j}.

. \% , . . .
Die Erzeugervon "W werdenmit wq A ... A w, bezeihinet, sodassjeweils
wi A AW a — aw, ..., W),

als Linearform auf Alt™ W aufzufassenist. Damit erhalt die Plecker-Einbettung
1.1.14ihre klassishie Form

Pryv: &k, V) — VkV, (1.1.15)

Vv
L= span{vy,..., v} — [tiA...Av]=  FL,

\Y,
derenBild in ¥V ausallen homogenenPunkten [w] besteh, fur die vy, ..., v € V
existieren, sodassw = v A ... A v.

1.1.16 BEMERKUNG

Es sei (eq,...,e,) die Standardbasisvon V' = K™ und entsprechend E;V mit der
MengeE;,, C KF*™ aller (k x n)-Matrizen vom Rang k und GL;, mit der Gruppeder
invertierbaren Matrizen in KF** identi ziert. Die Identi k ation 1.1.5bedeutetdann,
dassman jede Matrix in Exy., mit dem von ihren Zeilen erzeugtenUnterraum im
Dualraum K™V assoziiertund die Multiplik ation GL;, x Ejy, — Exx, als Basiswed-
selinterpretiert. Die Festlegungauf die Basismadt die Unterscheidung zwischen K™
und K™V irrelevant, d.h. man kann den Zeilenraum einer Matrix auch als Unterraum
in K au assen. Nimmt man die Determinante det € Alt ¥ K* = K als Basis, soerhalt
man fer eine Matrix x € Eiy,, in der Notation 1.1.12fur 1 < o1 < ... < 0, < n
jeweils

(det*z)(es,, ..., e5,) = det(zes,,..., zeq,).

Die } Koe zien ten desBildes von L = (kerz)t = im *z € &(k,K") bzgl. der

durch die Basis (e;); induzierten Standardbasisvon ¥ K sind die k-Minoren von
x, sodassdie in Koordinaten gestiriebene Plecker-Einbettung durch die Abbildung

MNpxn: KEXn — s k(%) | (k x n)-Matrix —— k-Minoren , (1.1.17)

auf E;,,, induziert wird.

1.2 Die Grassmannsche Varietit

Es soll nun die Grassmannsbe 1.1.1als Varietat im Sinne der algebraiséien Geome-
trie, alsoim weiteren Sinneals Nullstellenmengevon Polynomen, dargestellt werden.
Grundlage fur die verwendetenBegri e ist im Wesetlichen [Har77], und alle topo-
logischen Begri e beziehensich auf die Zariski-Topologie.
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Esseihier wie in 1.1.16eineBasis(e;);=1.... von V = K™ xiert, und esbezeitine
Erxn C KFX™ die Mengealler (k x n)-Matrizen vom Rang k uber K. Ausgangspunkt
ist der in 1.1 besdiriebenelsomorphismus

~
—GLn,

®(k7 n) L= ®(k7 Kn\/) Ean/GLk; ’
d.h. die Elemerte aus &(k,n) werden als Zeilenraume von Matrizen modulo Links-
Multiplik ation mit invertierbaren Matrizen aufgefasst.

Aus Sicht der algebraistien Geometrie bilden die Punkte der Menge K¥*" die
maximalen Ideale im Polynomring

K[t] = K[tz"j: 1=1...k j= 177,],

dem Koordinatenring desa nen Schemas **" = SpecK][t]. Zu jedem Multi-Index

n

o={o1<...<op} e | gibt eseineEinbettung
Kx] := Klz;;: 4,7 =1... k] —=K[t], z;; — Lo

von Ringen, den Komorphismus zu der Projektion (-),: **" kxk die jede

Matrix z auf die (k x k)-Untermatrix x, abbildet, die aus den durch o indizierten

Spalten bestelt. Die Determinante ist ein vom Grad & homogenesPolynom in K[x],
n

und fer o € st
det, := deto(-), € K[t]

der durch ¢ indizierte k-Minor. Da eine (k x n)-Matrix genaudann vom Rang k ist,
wenn mindestenseiner ihrer k-Minoren nicht versdwindet, erhalt man

[
Epxn =  D(det,) ¢ F*,

(e

als 0 ene Teilmenge,wobei wie ublich D(f) die o ene Mengealler Nicht-Nullstellen
einer regularen Funktion f bezeitinet, d.h. D(f) ist dasane Sdema SpecK][t]y,
uberder LokalisierungK[t] ;. Esist alsoGL, = D(det) C kxE und jeweils D(det,) =
(-)s Y(GL;). Die Gruppenoperationen auf GL; sind, ebensowie die Multiplik ation
GlL, x kxn —  kxn regular, d.h. GL, wirkt als algebraishe Gruppe' auf **”
und lat dabei E;,, invariant. Da die Projektion ( -), auf die o-Untermatrix jeweils
ein GL,-Morphismus ist, lat GL; sogardie Mengen D(det,) invariant. Man erhalt
zu jeder der induzierten Wirkungen ein Repraserantensystem

D(det,)/Gl, —— D(det,) , GlLy(z) — m,(z) := z,'z. (1.2.1)

Die Inklusion ist zwar zunacist nur eine Funktion von Mengen, jedoch ist jeweils
die Projektion

T, D(det,) —= X, = (:);'({le, ) & R

auf die Repraserianten eine regulare Funktion. Man erhalt also jeweils eine lokale
Plucker-Einbettung

Nexn(0) = Apxen X0 Xo &1, = (1)1 (1.2.2)
!7Zu algebraischen Gruppen und ihren Wirkungen auf Varietiten s. [Hum75].
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fur o € ' (vgl. 1.1.17) als Inklusion aner Sdemata, wobei {U,}  die wbliche
0 ene Uberdedkung desprojektiven Raums (1)1 = Proj K[p] mit

Klp] := K psi o€ }
bildet, d.h. U, ist das ane Sdema (Spec K[p]),, = Spec K[pllp, ‘o, wobei
K[pllrs o 2 K[pl/ (ps — 1) den Unterring der Elemerte vom Grad 0 in der gradu-
ierten Lokalisierung bezeidnet.
Es soll nun die Grassmannsbe &(k,n) als projektives Sthema, versehenmit
einer Einbettung in (), durch Verklebung der Familie { X} realisiert werden.
Die allgemeineVorgehenswisewird hier zitiert (vgl. z.B. [Sha94, V.3.2):

1.2.3 LEMMA
Gegeben sei eine Familie {X;}, von Schemata und fiir alle i 7 j ein offenes Unter-
schema U;; C X; mit Isomorphismen ;;: U;; — Uj;, so dass

(1) pji = goij_l fiir alle i, j und
(2) vij(Uij "U) = Uj; NUyy, fiir alle i, j, k, und fiir die Restriktionen auf U;; N Uy,
gilt @i, = @ik © @ij.

Dann existiert ein Schema X (die Verklebung der X; entlang der y;;) zusammen
mit einer offenen Uberdeckung {Vi}, und Isomorphismen v;: X; — V; fiir alle 1,
so dass fiir alle i Z j

(i) ¥i(Uij) = ViN'V; und
(11) (S wj O ©ij auf Uzj

1.2.4 THEOREM

Es gibt ein Schema &(k,n) — (V)= mit einer Projektion w: Epy,  &(k,n), des-
sen abgeschlossene Punkte den GL-Orbits entsprechen, so dass folgendes Diagramm
kommutiert:

A
Ek:><n el (2)71

x P

&(k,n)

Beweis.  ®&(k,n) wird als disjunkte Vereinigung der anen Sdcemata X, unter
Identi k ation von Punkten im selben GL,-Orbit gebildet. Fur die Matrizen z €
D(det,) N D(det,) gilt wegender GL-Invarianz der Projektion (),

(m; oo )z) = z2l'z Tty = z!

S Tl v = (), (+)

also 7, o, = mw, auf D(det,) N D(det;). Man erhalt fer o # 7 jeweils ein 0 enes
Unterschema U, . := X, N D(det;) in X, mit Isomorphismen

(&)
Por = Tr Uypqy- UO’,’T — UT,O'!

wobei ¢, - 0 -y = T, x,= id. Wegender GLg-Invarianz von D(det.) gilt fer
z € X,ND(det,)ND(det;) immer ¢, ,(z) = 2,12 € D(det.), alsojeweils ¢, (Uy. N
Us) = Ur e NU;c und nach (x) audh @, = @rc 0 o auf Uy - N Us .
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Das Ergebnis der Verklebung der X, ertlang der ¢, , ist nach 1.2.3 ein Sthema
&(k,n), versehenmit einer o enen ®berdedkung {V,} und Inklusionen ¢, : X, —
&(k,n) mit ¢,(X,) = V, und e, = ¢rop, . aufU, .. Diesist dasBild der Projektion
7. Exxn  ®(k,n), die sich lokal aus den Kompositionen v, o 7, zusammensetzt,
denn wegenm,(D(det,) N D(det,)) C U, , folgt aus (x) jeweils

¢0’O7TO' = (¢TOSDJ,T) 0Ty = T;Z)TO(T‘-TOTFG) = Yrom;
auf D(det,) N.D(det.). Auf der anderenSeiteist klar, dassdie ¢, » unter denlokalen
Einbettungen Ay, (0): X, — U, jeweils den Ubergangen

SpeCK[p][pafl]o[(pT/pg) _1] - SpeCK[p][prl]O[(pg/pT)_1]

auf U, N U, entsprechen, d.h. die jeweiligen Restriktionen bilden ein kommutativ es
Diagramm:

V, NV, — 22 Upr — 20y 0,
Yo, T
UT,U

Die Injektionen Ay, (o) o1, setzensich damit zur Plucker-Einbettung PBr.n als
Inklusion projektiver Sthemata zusammen. O

1.2.5 KOROLLAR
®(k,n) ist eine k(n — k)-dimensionale projektive Varietét.

1.2.6 BEMERKUNG
Eine naheliegendeVerallgeminerungdestautologischen Bendels© .1 (1) auf "~ ! =
&1, ist das Unterbeindel E; ,, destrivialen Bendels&(k,n) x " &(k,n) mit

Ein = {(L,v) €B(k,n) x ":vel},

d.h. die Faser uber dem Punkt L € &(k,n) ist der Vektorraum L. Fur x € X,
alsoz, = 1g,, erhalt man einen Zeilervektor v = (v1,...,v,) € L, := Glg(x) als
(1 x n)-Matrix v = v,x, wobei (-),: KI*® KX hjer die Projektion auf die durch
o indizierten Eintrage bezeitinet. Aus dem Reprasenantensystem 1.2.1 resultiert
damit die Darstellung

_ . _ -1
Ein v, = (La,v): 2, €Gly, v=vo0, 7

wobei die anen ScemataV, & "% die 0 ene Wberdedkung von &(k,n) aus
1.2.4bilden. E; ,, ist alsoein Vektorbeindel vom Rang k£ mit lokalen Trivialisierungen

Po - Ekﬂl Vo — = Vo‘ X Kk’ (L:anx;lx) L (Lmaw)!

wobei w = (wz;'z),, Wegen(wz; '), = w(z;'z); = wz, 'z, sind die Ubergange
Por: (VoNV;) xKE — (V, NV;) xKF zuo,7 € 7 durch

Yor(Le,w) = @ropy (Layyw) = ¢r(Ly,wry'a) = (Ly,wa, ' z,)
gegelen. Man erhalt also

Vi
Og(k,n) (1) = Bin = O (12 6k -
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Es wird nun noch gezeigt,dass®(k, n) als Bild der rationalen Abbildung

MNexn:  Fxm ——s (B)— (1.2.7)

abgesablossenist, d.h. dasssich die Menge der abgesblossenenPunkte von &(k, n)
als homogeneNullstellenmengeinnerhalb von (1)~ herausstellt.

1.2.8 THEOREM
Die Pliicker-Einbettung By, ,, ist eine abgeschlossene Einbettung.

Beweis. Mit denbisherigenAusfehrungen gereigt eszu zeigen,dassjeweils dasBild
der lokalen Inklusion
/\kxn(a): X, —— Us

(s. 1.2.2) abgeséblossenin U, & ()" ist Far = € X, kann man jede durch ein
7 # o indizierte (k x k)-Untermatrix nadh den Zeilen der durch o N 7 indizierten
Spalten entwickeln (Laplace-Entwicklung), wodurch man, wegenz, = 1 € Gly, die
Zu o gehorigen Spalten und Zeilen eliminiert und bis auf Vorzeicten einen Minor
der Gree k — o N 7| in der (k x (n — k))-Untermatrix ' erhalt, die aus den durch
{1,...,n} \ o indizierten Spalten bestett. Die durch 7 ¥ ¢ indizierten k-Minoren
von z sind also bis auf Vorzeidcen die

min%,nfk} k n—k n

r T k
r=1

Minoren aller Green r = 1...min {k,n — k} von z’. Die aus der Entwicklung re-
sultierenden Relationen zwiscen diesen Minoren erzeugenein ldeal im Koordina-
tenring K[p]/ (ps — 1) von U,, und jede Nullstelle mber diesemldeal liefert mit den
1-Minoren auch die zugelorige Matrix. 0

Der generistie Punkt von &(k,n) ist der Kern desKomorphismus
Nisn: Klp] — K[t], p, — det,, (2.2.9)
zum Morphismus 1.2.7.

1.2.10 DEFINITION
Das homogene Primideal Ty, ,, := ker A}, heifit Pliicker-Ideal.

1.2.11 BEISPIEL
Fur k= 1 oder k= n— Llist jeweils k(n — k) = | — 1= n—1, und die lokalen
Einbettungen A, (o) sind IsomorphismenX, 2 "~!. Der einfachste nichttriviale
Fall ist k= 2 und n = 4. Man erhalt z.B. far o = {1,2} die lokale Einbettung
I
1 0 ai3 au Az,4({1,2})
e

n

a23, @24, —Q13, —0a14, 13024 — G14023 ,
0 1 azs an

derenBild in 5 durch die Gleichung z5 = 2124 — 2223 charakterisiert ist. Notiert
man o = {01 < o2} Mit o109, SO ergibt Umbenenrung und Homogenisierungbei

p12 € K[p] = K[p12, p13, P14, P23, P24, P34]:

Jo.4 = (pi2psa — p13p24 + Prapa3 ) - (1.2.12)
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Der Erzeugerist das Pfa 'sche Polynom P4 (s. [Sat75, 11.1.3), dessenQuadrat die
Determinante der alternierenden4 x 4-Matrix

0 1
0 Pi2 P13 Pu

. % -p1i2 0 pag po E
A4 .=
-p13 —p23 0  pa
—pia —p2a —p3a O

bildet. Die nicht vershwindenden 3-Minoren in A, sind alle von der Form =£p;;Py,
und alle pfj fur 1 < i < j < 4 treten als ein 2-Minor in A4 auf, so dassder Rang
der Matrix Ay4(z) € K4, z = (2192, 213, 214, 223, 224, 234), Stets entweder 2 oder 4
betragt, sofernein z;; von Null versdiedenist. Ist [z] eine homogeneNullstelle von
P4, soist dasBild desdurch A,(z) besdhriebenenEndomorphismus der Unterraum
L, € &54, der unter der Plucker-Einbettung auf [z] abgebildet wird. Ist namlich
Zij = ay;025 — arjay; fur 1 <i < j < 4, soberedinet man jeweils

Ay(2z) - (aviej — avje;) = zij (a1, av2, avs, apa)

fur v = 1,2, d.h. nach Wahl einesz;; 7 0 lassensich die Erzeugervon L, aus den
Spalten von A4(z) linear kombinieren.

1.2.13 BEMERKUNG

Die anen Karten V, = U, N &(k,n) der o enen Uberdedkung von &(k,n) lassen
sich unter der in 1.1 begrendeten Identi k ation der Unterraummenge &(k,n) mit
dem Bild der Plucker-Einbettung im projektiven Raum audch explizit als Mengen
von Unterraumen besdireiben: Die Projektion (-), entspricht im Sinne der Identi-
k ation **7 = KFxn = Hom(K", K*) jeweils der Restriktionsabbildung bzgl. der
Einbettung K* = L, := span{e;: i € 0} C K" Die Unterraume L € V, erntsprechen
alsoim Sinnevon 1.1 den Epimorphismen f € Ey,,, mit ker f N L, = 0, sodass

n (0}
V, = Le&kn): LeLr=KY

1.3 Die Grassmannsche unter Torus-Wirkung

In diesemAbschnitt wird nocheinmal auf die Grassmannsbe &(k, n) als GL,,-Modul
Bezug genommen.Genauerwird, insbesondereum den Begri einer Torischen Va-
rietdt 1.S.v. [Ful93] und die damit zusammenhangende Terminologie zur spateren
Referenzierungde niert zu haben, die Wirkung desn-dimensionalenTorus

n = (KM C GL,

als Untergruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen auf &(k, n) untersuct, die, im
Gegensatzzur GL,-Wirkung, nicht transitiv ist.

Es wurde gezeigt, dass GL,, auf &(k,n) als Unterraummenge mit L. —— h(L)
operiert, und dassdieseWirkung durch Redtsmultiplik ation von (k x n)-Matrizen
mit Elemerten aus GL, induziert wird (s. 1.1.7, S.6). Bezeihinet man mit t, zu
t= (t1,...,tp) € "undo € | die Unt%matrix (t)ico € F, soist (z-t), =
Ty - t, fUr x € Ey,, alsodet(z-t), = (o, 1) di}xg. Die durch die Plucker-
Einbettung induzierte "-Wirkung auf &(k,n) C FKn ist daher die auf dem
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projektiven Raum durch v; A ... Av, — tug A... Aty induzierte Wirkung, die
bzgl. der xierten Basisdie Darstellung

(t1, .. tn) . wo = (Qf@ti)wgg (1.3.1)

for (t1,...,t,) € "und w, € V’“K" = ()" hat. Man erhalt ™ als algebrai-
schen Torus' in GL( kK"), und die in der Wirkw’ug 1.3.1 auftretenden regularen
Gruppenhomomorphismeny, : (t1,...,t,) — ., t; werden als Elemerte der
Charaktergruppe von ™ die Gewichte der Toruswirkung genann.
Die 2(}) — 1 Orbits der naterlichen Wirkung desTorus  (M)-* = (¥) /k* auf
¥Kn sind invariant unter der Wirkung 1.3.1, woraus eine Zerlegung

VkKn/n: S(S/K*)/n’

n

indiziert durch die nichtleeren TeilmengenS C ., resultiert. Fur eine (k x n)-
Matrix = € Ej,, sei
suppz := o€ j : detx, 70

der Support von z, wobei x, wie in 1.2 die durch ¢ indizierte (k x k)-Untermatrix
von z bezeihinet. Wegen(g - ), = g -z, fur g € Gl ist der Support, abhangig
von der gewahlten Basis, eine Invariante desUnterraums L = GL,(z) € &(k, n), so
dasssuppL de niert ist. Die Plucker-Einbettung mact somit zu jeder Teilmenge
S c | die Menge aller Unterraume L mit suppL = S zu einer "-invarianten
TeilmengedesTorus ¥ /K*.

Der Quotient &(k,n)/ " zerfallt alsoin gewisseKlassen®(k,n)s/ "zuS C }
mit &(k,n)s := {L € &(k,n): suppL = S} ¥ 0.

1.3.2 PROPOSITION
Die Pliicker-Einbettung induziert zu jeder Teilmenge S C | mit &(k,n)s 7 0 eine
Einbettung

&(k,n)s/ " — F/K* /"
des Quotienten der "™-Wirkung als Teilmenge einer abelschen Gruppe.

Beweis. Die "-Wirkung ist fur jede Teilmenge) 7 S C | mit der Struktur der
abelsdhen Gruppe °/K* vertraglich, in dem Sinne, dassfur t € ™ und [w], [w'] €

S/K* immer (t.[w]) -[w'] = t.([«] - [«']) gilt. Daraus folgt, dassder Orbit  ™([1]5)
wber dem neutralen Elemert [1]s in  ©/K* eine Unterguppe in  */K* bildet und
der Quotient ( ©/K*)/ ™ als Menge mit der Quotientengruppe ( °/K*)/ ™([1]s)
ebereinstimmt, denn wegent.[w] = t.([1]s - [w]) = (t.[1]s) - [w] erhalt man den
Orbit  "™([w]) als Nebenklasse ™([1]s)[w]. 0

Der "-Orbit "([1]) fur S = 7} wird der generische "-Orbitwberder Grassmann-
sthen genanr. Bildet man aus den Gewidchten x, der "-Wirkung den homogenen

K-Algeba-Homomorphisnus
Y
Klp] = K pyi o€ | —=K[t1,...,tn], po — t;, (1.3.3)

1€0
'Eine Untergruppe von GL(W) wird algebraisch genannt, wenn sie in der Zariski-Topologie von

GL(W) abgeschlossen ist. Es ist klar, dass ™ auBerdem einen algebraischen Torus in GL(A* K™)
bildet, also aus halbeinfachen Elementen besteht (s. [Hum75]).
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so stimmt der Zariski-Abschluss 7([1]) eber dem generistien Orbit in ()" mit
dem Abschluss eber dem Bild der zugehorigen rationalen Abbildung eberein. Au-
erdem ist klar, dassder durch t — t.[1] = [x.(t)], gegelene regulare Epimor-
phismus " ™([1]) von algebraistien Gruppen modulo K* injektiv ist, denn aus
[wsls € ™([1]) lassensich die Zahlen t;/t; fur (t1,...,t,) Mit wye = Xo(t1,. .., tn)
fur o € 7 in eindeutiger Weise rekonstruieren. Der Orbit-Abschluss  "([1]) ist
daher eine (n — 1)-dimensionaleprojektiv e Varietat, die den Torus ™ /K* als dichte

o ene Teilmengeenthalt.

1.3.4 DEFINITION+PROPOSITION
Es sei d > O eine natiirliche Zahl. Eine Torische Varietat zum Torus ¢ = (K*)¢
ist eine normale Varietit X, zusammen mit einer Einbettung ¢ — X als dichte
offene Teilmenge, so dass die natiirliche Wirkung von ¢ auf sich selbst sich zu einer
Wirkung ¢ x X — X erweitert.

Jede torische Vaietét 18t sich auf die aus den folgenden Aussagen hervorgehende
Weise konstruieren.

(i) Die reguliren Gruppenhomomorphismen ¢ — K* bilden die Charakter-
gruppe M von % Dies ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang d, deren
Elemente als Monome xi*---x53%: t = (t1,...,tg) — t2 =t -t} zua =
(a1,...,aq) € ¢ geschrieben werden. Sie erzeugen den Koordinatenring K[M] =
K[x1, Xfl, ey Xds Xgl] von @ als K-Vektorraum.

(i) Die reguliren Gruppenhomomorphismen K* — ¢ (1-psg’s) bilden eine freie
abelsche Gruppe N 2 @ sind also von der Form \Y = ANt
(tvr, ..., t%) firu = (u,...,uq) € @ Esist N = Hom(M, ) entprechend
der perfekten Paarung ( -, -): M x N —  mit y o MN(t) = t{X:*) fiir alle
t e K* also (u, a)= ujay + ...+ ugag firu= (uy,...,ug),a= (ay,...,aq) €

d

(iii) Mit "Kegel” wird hier immer ein strikt konvexer rationaler polyedrischer Kegel
bezeichnet, das ist eine Menge der Form

o = pos{ur....u))
i= {A1U1+ R D W T Al,...,ArZO} C N = N®

mit uy,...,u, € N, diec N —o = {0} erfiillt. Die Dimension eines Kegels o ist
die Dimension des kleinsten -Vektorraums in N = ¢ der o enthilt. Die
Seiten eines Kegels o sind die Mengen der Form ker ¢ N o, wobei ¢ eine auf o
nichtnegative Linearform bezeichnet.

(iv) Der zu o duale Kegel ist c¥ C M := M ®  mit
o/ = {meM : (m,u)>0VYuca}.

oV ist ebenfalls strikt konvex und rational und ¥ N M eine endlich erzeugte
Halbgruppe in M. Das affine Schema X, := SpecK[oV N M] ist eine Torische
Varietit zu 9.
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(v) Ein Fécher ist eine endliche Menge von Kegeln o, so dass fiir o €  auch
T €  fiir alle Seiten T von o gilt und fiir o,7 € stets o N T eine gemeinsame
Seite von o und 7 ist. Man erhélt eine Torische Varietit Xs, zu ¢ durch
Verkleben der Torischen Varietédten X, zu den Kegeln o € entlang der
offenen Teilmengen X ;.

Ist beispielsveiseeine Basis {e1,...,eq} von N = ¢ gegelen und setzt man ¢ :=
—e; — ... — eq, SO bilden die von den eciten Teilmengenin {ey,...,eq} erzeugten
Kegel einen Fader, aus dem der projektive Raum ¢ als Torische Varietat zum
Torus ¢ resultiert, der sich mit (¢1,...,t5) — [t1: ... tq: 1] als dichte o ene
Teilmengeeinbetten la t.

Die Charaktere x, bilden als Elemerte in M 2 ™ die Eckenmengedes(n — 1)-
dimensionalenkonvexen Polytops!

P

P := cow x,: o€ | = s AoXo: 0< A, <1V, A =1

g
inM =M® & " daswegender Darstellung
P = {(z1,...,zp) €[0,1]": zy + ...+ 2, = k}

der k-te Hypersimplex genanrt wird (vgl. [Stu95]). Die Seiten F' an P sind die kon-
vexen Polytope der Form

F = facec(P) := {ue P: cu>cv Yv e P},
zu den linearen Funktionalen 0Z ¢ € N , und fer jede Seite F' an P ist
Np(F) := {ce N : F = face.(P)}

der Normalenkegel wber F'. Dies sind Kegel i.S.v. 1.3.4, die einen Facher  bilden,
so dassjeweils die eindimensionalenKegel p = Np(F) wber den Facetten F an P,
die mit einer Ecke x, inzident sind, die Kanten des (n — 1)-dimensionalenKegels
cs = Np(xo) bilden. Der eindeutig bestimmte Erzeugern, € N der Halbgruppe
pN N zu einer Kante p in  wird das primitive Element von p genanrt.
Dem®bergang[t;: ...: ty] — (t1/tn, ..., tn_1/tn) vOn "/K*zu "~ !erntspre-
chend wird M mit (z1,...,2,) — (z1,...,2,-1) auf M’ = "~! projeziert, wobei
P strukturerhaltend auf das konvexe Polytop P’ ¢ M’ = "~ abgebildet wird,
dasausallen (z1,...,2,—1) € [0, 1] ' mit k —1< 21+ ...+ 2,1 < k bestet. Der
dreidimensionale zweite Hypersimplex zu n = 4 ist ein regularer Oktaeder, dessen
durch o = {01 < 09} C {1,2,3,4} indizierte Ecken sich fur komplemertare Indizes
gegemberliegen, und dessen8 Facetten die Dreiedke F;, F/ fur i = 1,2,3,4 sind,
wobei jeweils F; aus den Ecken x, mit ¢ € o und F; aus denenmit i ¢ o gebildet

!Die Dimension eines konvexen Polytops P ist die Dimension der affinen Hiille iiber P, also die
Dimension des kleinsten Unterraums in ", der P nach geeigneter Verschiebung enthélt. Naheres
zu konvexen Polytopen bei [Grii67].

18



wird: 2.3}

{34} L \(13)

I

N .
{24}
e

{174}

Die inwendig ausgerihqiteten Normalen mber den zweidimensionalenSeiteneinesNor-
malenkegelsc, werdenin M = 4 von den Richtungsvektoren der mit o inzidenten
Kanten erzeugt, und zwar von x, — x, fur 7 ¥ 3 := {1,2,3,4} \ 0. Man kann ‘21
mit der Menge aller Permutationen 7 € &4 mit n(1) < 7(2) und n(3) < w(4)

identi zieren, und erhalt zu jedem o eine Nummerierung der 4 Erzeugervon ¢ mit

V1 1T €y —€xy, V2 1T €5, — €3, V3 T €5, — €y, U4 1T €g, — €5y,

wobei @ = {7, < 7»}. Dies sind auch Erzeuger der Halbgruppe ¢y N M, und die
Relation v1 + v4 = v9 + v3 ergibt

KleY N M] = K[t;'t;: i €7, 5 €0l = Kltr,ta,t3,ta]/ (tits — tats),

d.h. der Torus */K* wirkt auf der Mengealler (21, 20, 23,24) € 4, die 2124 = 2023
erfullen, durch

[tr: tartsi ta] (21,22, 23, 20) = 50,21, 15 a2, 150, 23, t5 oy 2

n

Es wird nun noch kurz auf das Problem eingegangenfur weldhe S C | die Menge
®(k,n)g nichtleer ist. Diesist ein Gegenstandder Matroid-Theorie.

1.3.5 DEFINITION
Ein Matroid iiber {1,...,n} ist eine nichtleere Familie M von Teilmengen von
{1,...,n}, so dass

(i) fir s€ M undt C s auch t € M gilt, und
(ii) fiir s,t € M mit |s| < |t| ein i € t\ s existiert, so dass s U {i} € M.

Die Elemerte in M hei en die unabhdngigen Mengen zu M. Eine maximal unabhangi-
ge Mengeheit Basis von M. Die Menge B(M) aller Basenvon M bestelt immer
aus Elementen gleicher Kardinalit at.

1.3.6 PROPOSITION
Existiert zu S C | ein L € &(k,n) mit suppL = S, so bildet S = B(M) die Menge
der Basen eines Matroiden M tiber {1,...,n}.
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Beweis. Ist S = suppz fur eine Matrix z vom Rang k, bestehendaus Spalten
r1,..., 2, € KF, soist S # und M := {r C o: o € S} einMatroid mit B(M) = S:
far s,t € M existieren o,7 € S mit s C o und t C 7, also sind die Mengen
x(s) = {x;: i€ s}und z(t) := {z;: i €t} linear unabhangig. Fer |s| < |t| kennen
daher nicht alle Elemerte aus z(t) in dem von z(s) erzeugten Unterraum in K*
enthalten sein,sodassein i € ¢\ s existiert, mit dem z(s) U {x;} linear unabheangig
ist und daher s U {i} € M gilt. 0

Ein Matroid M wber{1,...,n} wird linear darstellbar mbereinemKerper genann,
wenn esn Elemente eines -Vektorraums gibt, so dass M die linear unabhangigen
Teilmengenindiziert. Beispielsveiseist der Matroid wber der Basismenge | wber
jedem Kerper linear darstellbar, der n paarweiseversdiedeneElemente ay,...,a,

erthalt, da kein k-Minor der aus den Spalten z; = %(1,a;,a?,... a*~1) gebildeten

Matrix verscwindet (Vandermonde-Determinanien). Der selbe Anéatz zeigt, dass
auch jeder Matroid mit BasismengeS = B(M) C [ wber einem solthen Kerper
linear darstellbar ist, da sich M durch die Gleichungen z; = 0 fur i ¢ US und
x; = xz; fur i,j € US und {i,j} ¢ S charakterisierenla t. Im Allgemeinen steht ein

geeignetesGleichungssystemjedoch nicht ohne Weiteres zur Verfegung.

1.3.7 BEISPIEL
(i) Fur n=4und k= 2 kann man auch an dem Erzeuger

f = p1op3s — p13pas + p1ap23

des Plucker-ldeals J2 4 C K[pi2,p13, P14, D23, D24, p34] (vgl. 1.2.11) erkennen,
dasssich alle 36 Matroide mit BasenS C ‘21 linear mber K darstellen lassen:
Die an f beteiligten Monome werden durch die drei Zerlegungen

s1i= {1,2},{3,4} ,sp:= {1,3},{24} ,s3:= {1,4},{2,3}

von {1,2,3,4} indiziert, und zu S C ;‘ existiert genau dann ein w € K()

mit Support S und f(w) = 0, wenn eszu jedemi € {1,2,3} mit s; C S ein

Jj 7 imit s; C S gibt. Man sieft, dassauch jede Basismenge3(M) C ‘21 eines

Matroiden M wber {1,2, 3,4} notwendigerweisedieseBedingung erfullt.

(i) Der Vdmos-Matroid wber der Basismenge

8
4 \ {1,2,34},{1,2,56},{3,4,7,8},{5,6,7,8}

ist mber keinemK erper linear darstellbar ([Vam7§). Die Umkehrungvon 1.3.6
ist alsoi.A. nicht richtig.
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2 Die Torische Varietidt X (k,n)

2.1 Eine degenerierte Determinante

Es soll nun eine projektive Varietat untersucht werden, die man zunacdst in einem
intuitiv en Sinne als degenerieteGrassmannsbe au assen kann. Dies wird dann in
Abschnitt 3 in Begri en der Deformationstheorie preazisiert.

Die geometrisdie Situation in 1.2war bestimmt durch die kommutierenden Grup-
perwirkungen

S
Gl x B K'— = E,K* = _D(det,) (17)
detl l/\k’xn l/\kxn
K* x g, K(E) ———g k() = (Mo

wobei E, K™ = Ey, die Menge aller (k x n)-Matrizen von maximalem Rang be-

zeidnet und die ausden } Projektionen (-),: K¥™  KFxk gebildete Funktion

Ngxn: ¢ — detz, oe(7)"

n

auf der Vereinigung der Mengen D(det,) = (-),'(GL.) fur o € . die Plucker-
Einbettung als Injektion der Quotienten induziert:

6(k,n) = Epxn/Gly, — g K®) kx = (1.

Vom algebraisdien Standpunkt her ist die Plucker-Einbettung durch den K-Algebra-
Homomorphisnmus A7, . @ K[p] — K[t] mit

X
ps — det, = sgn(r) 7. d, (ce 7))
TES k.
de niert, wobei d, = szl ti, die durch o = {01 < ... < o} indizierte Diagonale

bezeitinet und mit m.¢; ; = t.-1; ; eineWirkung der symmetrischen Gruppe &, C
Grxn durch Zeilenvertausdungen als Gruppe von K-Algebra-Automorphismen auf
K[t] gegelen ist. Insbesondereist d, = do (-), und d stimmt auf dem Bild der
Inklusion

(K*)k - ko GLk

des k-dimensionalenTorus als Untergrupp e der Diagonalmatrizen mit der Restrik-
tion det . wberein. Als Elemert der Charaktergruppe X( *) von * ist die Dia-
gonaled dasBild von 1 € unter der Inklusion

X(GlL) ¥ = ke x( k= M

von abelsden Gruppen, also die Graduierung u = (u1,...,ug) — up+ ...+ ug
fur 1-Parameter-Untergruppenu € N = Hom (M, ). Die GL,-Wirkung auf *xn
induziert die freie Wirkung durch zeilerweiseMultiplik ation der Untergruppe * auf
einer o enen TeilmengeDy,, i #*™:

S
kx Dgxn ————=Dixn = ,D(ds)
dl \Lékxn l(skxn
K*xDix(p) ——=Dixy = (0
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Die "degenerierte Grassmannsbe"”, die Gegenstandder Untersuchungen in diesem
Abschnitt ist, ist die folgenderma en de nierte projektive Varietat.

2.1.1 DEFINITION
Es bezeichne 6, ,, den K-Algebra-Homomorphismus mit

VC
5/>:,‘><n: K[p] - K[t]7 Po — do’ = tz'p-i (O' € Z),

*
kxn?

sowie Iy, , das homogene Primideal ker d und X (k,n) das projektive Schema

Proj K[p]/Ik,n

Setzt man 4;7,: p, — 7.d, fur eine beliebige Permutation = € &y, so ist

kero;%, = Ipn, da & durch K-Algebra-Automorphismen wirkt. X(k,n) ist also
der gemeinsameAbschluss eiber den Bildern der zugelsrigen rationalen Abbildun-

gen
Shns s (D)1 (7€ &)

Die Abbildung 6, ist als Funktion in den projektiven Raum zwar konstant auf
den *-Orbits, jedoch ist die induzierte Abbildung

Dkxn/ F— (2)71

auf dem Quotienten fur 1 < k& < n nicht injektiv, schon weil nicht alle Eintr ageeiner
(k x n)-Matrix an einer der o-Diagonalen beteiligt sind.

2.1.2 THEOREM
Die projektive Varietdat X (k,n) ist der Abschluss iiber dem Bild einer offenen Ein-
bettung

kx(n—k) (o (2)71’

wobei man den Torus **("=k) unter der-l-rationalen Abbildung 6y, als den Quoti-

enten Fx(=k+1) kg kx(n—ktl) o - D(d,) erhilt.

Beweis. Esseieino = {01 < ... < oy} xiert. Die F*-invariante Projektion diag, :=
diago (-),: D(d,) k liefert analog zu 1.2 fur die *-Wirkung auf D(d,) das
Repraseriantensystem

D(d,)/ * = D(d,), *@) — m,(z) = (diag,z) 'z,

mit der regularen Projektion =,: D(d,) X,, sodassdie abgesblossenenPunk-
te desanen Sdemas X, = diag, ({1 »}) & "% den *-Orbits wber D(d,)
entsprechen.

Zu einem Eintrag a; ; in einer (k x n)-Matrix a = (a;;) gibt esgenaudann ein
T={n <...<7c}tmit j = 7 fur eini wenni < j < n—k+ i. Unter der Zuordnung
a; j — b; j_;y1 bilden dieseaq; ; einek x (n — k+ 1) Matrix b= (b;;), die zeilerweise

22



geradedie fur 45, relevanten Eintragevon a enthalt:

k a — b
| —{z—} | {z—} | {z—}
k—1 n—k+1 n—k+1
Die dadurch besdriebene Projektion ¢: X, kx(n#)  die jeweils a auf die

nicht an der o-Diagonalen beteiligten Eintr age aus b abbildet, ist ein regularer *-

Morphismus und das Bild von D(d,) unter ., wird aus dem Bild dieser Pro-
jektion gewonnen. Da X, ein Repraserantensystem der *-Wirkung ist und der
Torus durch zeilerweiseMultiplik ation operiert, ist die Abbildung, die den (a) die
Diagonalenin a zuordnet, injektiv, soferndie Eintr agein den(a) alle von Null ver-
schieden sind. Restriktion auf den Durchscnitt eber allen D(d,) bettet daher den
Torus #*("*) als o0 ene Teilmenge (M- n X(k,n) p,) €in, sodassfolgendes
Diagramm kommutiert:

T Skxcnl D(do
. D(d.) oot U,
¢ 6 Xn lod \Li
X, kxnlx (1)1
\w; /
kx(n—k)

Dabei ist {U,}, die ubliche o ene Uberdedkung von (1) (s. 1.2.2). Damit ist
kx(n=k) in jedem Teil der o enen ®berdedung {U, N X(k,n)}, von X(k,n) als
dichte o ene Teilmengeerthalten. 0

Insbesonderegelt die o ene Einbettung in 2.1.2fur £ = 1in die naterliche Einbet-
tung
n—1 — n/K* C R n—1 — X(l,n)

wber, wahrend ihr Bild fur 1 < £ < n im Torus (8)- C (8)- edt erthalten ist.

2.1.3 BEISPIEL
Im Fall £k = 2, n = 4, liegt jeder homogenePunkt z = [1: z13: z14: 293 224 234],
der die Gleichung

214223 = Z13%24 ()
erfullt, unter der Voraussetzungdassalle z;; von Null versdiedensind, im Bild von

dax4, denn man hat dann
!

1 z93/z13 234/7214 O

— 1 213- %14 - 223 - 214223/213: 234 = Z.
0 1 213 214

Da diesePunkte als dichte o ene Teilmengein der homogenenNullstellenmenge(x)
liegen, erhalt man

Inga = (p1ap2s — p13D24 ) - (2.1.4)
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Tatsadlich ist dasBild hier nicht abgesblossen,dennz.B. liegt der homogenePunkt

20 = [1: 0: 0: 1: 1: 1] im Abschluss, wahrend eskeine Matrix
!

ai;p aiz2 ais *

* Q22 A23 424

Mit dax4(a) = [a11a22: a11a23: arrazs: a12a23: a12a24 . aizazs] = zo geben kann.

2.2 Modellierung durch Punktkonfigurationen

Der Homomorphisnus 2.1.1,
Opxn: KIPl = K poioe | —=K[t] = K[t;;:i=1...k, j=1...n],

hat die Eigensdaft, dasser jede der freien Variablen p, auf ein Monom in K][t]
abbildet. Er wird also durch einen Homomorphismus von Halbgruppen induziert:
Xk
App: (]) —= kxn e —s €io;, (0= {o1<...<oR}) (2.2.1)
=1
wobei mit e, und ¢; ; jeweils die Elemerte der Standardbasisbezeidinet sind. Damit
lat sich dasldeal I ,, = ker 7, ,, C K[p] durch die Unterguppe

ker Ak,n = {u—v: A/,wu: Ak,nv} C (z)

besdreiben, wahrend die Spaltender Matrix A, ,,, aufgefasstals Punktk on guration
in  **7 eine Halbgruppe erzeugendie den Koordinatenring Klpl/Ikn von X (k,n)
als Halbgruppen-Algebrainduziert.

Allgemein wird der Kern einessolthen Homomorphismus als torisches Ideal be-
zeidnet. Die De nitionen wird hier zusammenmit einigen Folgerungenaus [Stu95]
(Lec.4) zitiert.

2.2.2 DEFINITION+PROPOSITION
Der zu einer Konfiguration A= {ay,...,a,} C ¢ gehorige Halbgruppenhomomor-
phismus

Al M o—— 4 ou=(ur,...,Uy) — wart ...+ Upan,,

induziert einen Homomorphismus von Halbgruppenalgebren:
fat Kx]= Koy, ..o 2] — K] = Kt ta, 60
Das Ideal I 4 := kerf 4 wird als das torische Ideal zur Konfiguration A bezeichnet.
(i) Es bezeichne ker A die von allen u — v mit wa(u) = mw4(v) erzeugte Unter-

guppe in ™. Das Binomideal I 4 wird als K-Vektorraum von den Binomen

xY —xV mit u,v € ker A erzeugt, und hat eine Darstellung

Iy = (x" —x'—1 uekerny),

wobei fiiru € "™ ugp,u_ € ™ die eindeutig bestimmten Vektoren mit der
Eigenschaft sind, dass sie u = uy —u_ erfiillen und in keiner Koordinate beide
positive Eintrédge haben.
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(ii) Die Dimension einer Konfiguration A istdim A := dim A, wobei A die von
A erzeugte Unterguppe in " bezeichnet. Dies ist der Rang der entsprechen-
den Matrix in  ™*?% und stimmt mit der Krull-Dimension des Rings K[x]/I 4
iiberein.

(iii) Eine Konfiguration A heift graduiert, falls ein Vektor w € @ existiert, so
dass ‘aw = 1 fiiri = 1...m, m.a.W. wenn der Vektor (1,...,1) € ™ im
Zeilenraum der aus A gebildeten ~¥*™-Matrix liegt. Das torische Ideal I 4 ist
genau dann homogen, wenn A graduiert ist.

In der Terminologie von 1.3.4(S.17) ist eine Kon gutation A = {ay,...,a,} c ¢
als Erzeugermengeeiner Halbgruppe in der Charaktergruppe M des Torus ¢ =
(K*)¢ aufzufassen Sie de niert damit einen Morphismus

d — s M= (KN t=(t,...,t5) — (t*,... t3), (%)

von algebraishien Gruppen. Der Zariski-Abschluss eber dem Bild von () in ™
ist dasane Sdema X 4 := SpecK[x]/I4. Ist dim A = d, sohat (x) eine regulare
Umkehrung und wird zu einem Isomorphismus ¢ = X 4 N 7™ von algebraishien
Gruppen (s. [Stu95], L.13.4), so dassman ¢ als dichte o ene Teilmengein X 4
erhalt, zusammenmit einer Wirkung % x X4 — X 4 als Fortsetzung der nateirli-
chen Wirkung von ¢ auf sich selbst. Eine graduierte Kon guration liefert ein ho-
mogenesldeal I 4, woraus unter der Substitution z; — 1 torische Ideale I 4_5, zu
A—a; = {a—a;: ae A} fur i = 1...m resultieren, so dassdie a nen Varietaten
X 4_a, €ine o ene YUberdekung der projektiven Varietat Y4 ¢ ™! mit anem

Kegel X 4 bilden.

Eine durch eine Kon guration .4 gegelene Torische Varietat hat jedoch nicht
unbedingt die Eigensthaft, normal zu sein. Eine ane Torische Varietat X 4 ist
genau dann normal, wenn die Punktmenge A N pog.A) in der von A erzeugten
Halbgruppe A enthalten ist. Ist A eine graduierte Kon guration, soist X 4 genau
dann normal, wenn die anen Karten X 4_5, alle normal sind, und sieist projektiv
normal, wenn der ane Kegel X 4 normal ist (vgl. [Stu96], Lec.2).

2.2.3 BEISPIEL
(i) Die graduierte Kon guration As4 € 2** zum K-Algebra-Homomorphisnus
2.1.1 (entsprechend 2.2.1) bildet die Matrix

o
=

O O P, OO O O -

c (2><4)><(§),

O Bk O O O O O
R O O O O O O -
O Fr OO O O B+ O
P O O O O O Fr O
= O O O O » O O

wobei Zeilen und Spalten jeweils lexikographisd angeordnetsind. Der Kern
von A, 4 als linearer Abbildung % —  ® wird von dem Vektor

t0,-1,1,1,-1,0) ¢ ¢ (2.2.4)
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erzeugt. Diesererzeugtnun bereits, da die Eintr ageganzzahligund teilerfremd
sind, den Kern von A, 4 als Homomorphisnmus von  -Moduln und damit audh
denKern der Kon guration A, 4i.S.v. 2.2.2 liefert alsoerneut (vgl. 2.1.3,S.23)
den Erzeuger

P14p23 — P13P24
desHauptideals Iz 4 = 14, ,-

(i) Die Gewichte der "-Wirkung auf die Grassmannsbe &(k,n) (vgl. 1.3.3,S.16)
bilden die graduierte Kon guration

Apm = {eq ...t ept 1<o1<...<op<n} C " (2.2.5)

so dassdie zugehorige projektive Varietat Yi den Abschluss mber dem ge-

nerischen "™-Orbit in &(k,n) bildet. Fer & = 2 und n = 4 erhalt man also die
Matrix 1 0 1

111000
A = %}1 0011 o§€ ax(l)
’ 010101
001011
Man beredinet hierfer 1; = (p1apss — prap2s, P12psa — p13pa4)-

2.2.6 PROPOSITION
X(k,n) enthélt den Abschluss iiber dem generischen "™-Orbit in der Grassmann-
schen B(k,n) (s. 1.3.3) als torische Untervarietéit.

Beweis. Esgermgt zu zeigen,dassdastorische Ideal I} ,, in dem Ideal 14 zu der aus
den Gewichten der "-Wirkung auf &(k,n) gebildeten Kon guration A ,, (2.2.5)
erthalten ist. Diesfolgt mit 2.2.2(i) aus ker Ay, C ker Ay ,, und dasist klar, da
die durch (4,5) mit = 1...k, j = 1...n, indizierten Zeilen der Matrix Ay, nad i
gruppiert £ Untermatrizen bilden, die sich zu der aus A;,,, gebildeten Matrix Ay, ,
aufsummieren. 0

Dafur 1<o; < ... <o <nimmeri<og; <n—k+ igilt, vershwinden in der
Matrix Ay ,, die Zeilen mit den Indizes (¢, j) fur < > j oder j > n — k + 7, sodass
nur k(n — k + 1) Zeilen relevant sind. Da X (k,n) nach 2.1.2 aber eine k(n — k)-
dimensionaleprojektiv e Varietat ist, gilt nach 2.2.2 (iii) sogar:

dim Ay, = dimK[pl/Ipn = k(n—k)+ 1.

Entsprechend soll nun Ay, ,, zu einer Kon guration in k(n—k)+1 "y erdichtet" werden,
die zu einem Homomorphisnus

K[p] — K[s, s0] = K[s] ® K[so]

gehert, wobei s := (s;;: i = 1...k,j = 1...n—k) ein geordnetesSystem von
Unbestimmten und sg eine weitere Unbestimmte bezeidinet.

"Wie [Stu95](Lec.9) bemerkt, ist die zugehdrige Matrix fiir & = 2 die Inzidenzmatrix zum
vollstdndigen Graphen K.
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2.2.7 THEOREM

Es sei ¢ K[t] — K[s] der K-Algebra-Homomorphismus mit
n—¥—j+i

— iy (i<j<n—k+1i)

v=1

bij
und t; j —— 1 fiir 1 > j oder j > n — k+ 4. Dann gilt
ker(sopowodiy,) = kerdi,,

wobei sg: K[s] — K]s, sg] die Multiplikation mit sy bezeichnet.

Beweis. Esseil dasmaximaleldeal (¢;; —1: i > j oder j > n — k + i). Man erhalt
Isomorphismen

o
K[t]/I & K[t;j: i<j<n—k+1i] & K[s] & Klt1, ... tn_k]

i=1
N k, .
und ertsprechend ¢ & 7, @ mit

nfiYLj+1
@ K[tl,...,tn,k] —>K[t1,...,tn,k], tj — ty.
v=1

Da @ o enbar injektiv ist, folgt ker ¢ = I. Die einzigeMengeo = {01 < ... < o} €

nomit (07, . (ps)) = Listnun o := {n—k+ 1,...,n}, woraus
ker(podr,,) = kerdi., + (po, — 1)
und damit die Behautung folgt. O

Die Komposition in 2.2.7 ist die Abbildung

Yo by (o) Y
Pe /> So SZ}V = S Sm‘
i=1 v=1 n—k—j>o0;—1
- n
faro={o1<...<op}e }.
2.2.8 DEFINITION
FEs sei
.A,lwb = x(0): o€} C kx(nk)

wobei jeweils x(o) die k x (n—k) Matrix (x(c)i;) mit

1, fallsmn—k—j>o0;—1,

c={o1<... <ot e
0 sonst ( {o k) k)

x(o )ij =
bezeichnet.

Esist also

'Allcn % {1} - kx(n—k) ® o k(n—k)+1
die graduierte Kon guration zudemin 2.2.7de nierten K-Algebra-Homomorphisnus
K[p] — K]s, s¢], die ebenfalls X (k,n) de niert.
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2.2.9 BEISPIEL
Die Kon guration A3, x {1} lat sich durch die Matrix

0 1 0 1
111110 11000000
111000 10000000

Ay, =B110100E=FE00000110& Ay
100000 00000100
111111 11100000

(vgl. 2.2.3(1)), darstellen, wobei die Multiplik ation denin 2.2.7benutzten Homomor-
phismus represertiert, der die Kon guration A4 c  ***auf A3 ,x {1} ¢ %o
reduziert.

2.3

Parametrisierung durch Ordnungsideale

Es stellt sich nun heraus, dasssich Begri e der Ordnungstheorie zur Besdireibung
der Kon guration A} eignen.Die folgyendenBegri e werden hier benutzt.

2.3.1 DEFINITION
Es sei (P, <) eine partielle Ordnung.

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Eine Teilmenge C' C P heifit Kette in P, falls alle Elemente in C' vergleichbar

sind. Die durch Inklusion partiell geordnete Menge aller Ketten in P wird mit
C(P) bezeichnet.

Ein ldeal (Ordnungsideal) in P ist eine Teilmenge I C P mit der Eigenschaft,
dass fiir alle u € I gilt:

veP v<u == vel.

Offenbar ist die Menge der Ideale in P abgeschlossen gegeniiber Durchschnitt
und Vereinigung. Der Idealverband von P, also der durch Inklusion gegebene
distributive Verband aller Ideale in P, wird mit Z(P) bezeichnet.

Eine Teilmenge I C P heifit Filter in P, falls fiir alle u € I und alle v € P
aus v < v immer v € I folgt. Der Verband der Filter in P wird mit Z(P)
bezeichnet.

Der charakteristische Vektor zu einem Ideal oder Filter I in P wird mit x(I)
bezeichnet, wobei x(I) = (x(I)w)uep € {0,1} mit

1, fallsuel,

1), =
x{) 0 sonst.

2.3.2 DEFINITION
Mit k x (n—k) wird das Kettenprodukt {1< ... <k} x{1<...<n—k} bezeich-
net, also die durch

(vp) <(i,5) 1= v<iund p<j

firv,i € {1,...,k} und pu,j € {1,...,n — k} definierte partielle Ordnung.
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2.3.3 PROPOSITION
Die Ideale iiber der partiellen Ordnung k x (n—k) sind genau die Mengen der Form

I(o) := {(4,7): n—k—j>o0;—1} (c={o1<...<or}e } )

Beweis. Ist 0 = {01 < ... <o} und (i,j5) € I(0), sogit n—k—p>n—k—j>
oi—1 > oy—vfur (v, 1) < (i,7), also(v, ) € I(o). Seiumgekehrt I € Z(k x (n—k))
gegelen. Fer i € {1,... k} seij(i) dasgrete j € {1,...,n — k} mit (i,5) € I, falls
so ein j existiert und sonst0. Mit o; := n — k — j(i) + ¢ gilt dann o7 > 1 wegen
j(1) < n—k und o, < n wegenj(k) > 0. Ware j(i) < j(i + 1) fur eini < k, so
ware j(¢+ 1) > 0, also (i + 1,5(¢ + 1)) € I und, da [ ein Ideal ist, (i,j(i + 1)) € I,
im Widerspruch zur Wahl von j(:). Also gilt stets j(i) + 1 > j(i + 1) und daher
0; < 0iq1. Fur o := {o1,...,01} ist dann I(o) die Menge aller (i,j) mit j < j(3),
alsol(o) = I. O

2.3.4 KOROLLAR
Die Matrizen x(0) € A}, (s. 2.2.8) sind genau die charakterischen Vektoren x(I) =

n

x(0) zu den Ordnungsidealen I = I(o) fiiro € .

Es wird gelegetiich von Ordnungsidealengefordert, dasssie nichtleer sind. Da die
Vektoren x(o) + 1 € Ai , x {1} die charakteristischen Vektoren zu den nichtleeren
Idealen der Ordnung (k X (n—k)) U {0} mit O als kleinstem Elemert bilden, werde
eine entsprechende Korrespondenzauch unter dieserVoraussetzungbestehen.Hier
enweist sich jedoch der Verzicht auf dieseVoraussetzungals vorteilhaft, da die Filter
in einer partiellen Ordnung P so geradedie Mengen P \ I fur I € Z(P) sind.

2.3.5 DEFINITION+PROPOSITION
Die Konfiguration Z,lgvn x {1} mit

A = XD T€Z(kx (n—k) ,

die man erhélt, indem man in den Matrizen x(I) in 2.3.4 jede 1 durch eine O ersetzt
und umgekehrt, definiert ebenfalls die Torische Varietédt X (k,n).

Beweis. Diesist Klar, da A}, x {1} ¢ {0,1}*"""" x {1} graduiert ist, denn man
erhalt fur u= (u,) € ker (A}m x {1}) und w € k x (n—k) jeweils

X X X X
Uy = Uy = Uy — us = 0,
wel(o) w¢l(o) o wel(o)
also ker (A, x {1}) = ker (AL, x {1}). 0

Die Korrespondenz 2.3.3 zwischen den Ordnungsidealenwuber k& x (n—k) und den
Mengeno ¢ | erhalt eineansdauliche Interpretation, wenn man die zu einer Ma-
trix angeordnetenElemerte aus k x (n—k) als die Zellen einesvieredkigen Gitters,

bestehendaus (k + 1)(n — k + 1) Punkten, verbundendurch k(n — k + 1) vertikale
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und k(n — k + 1) horizontale Kanten, au asst:

(1,1) (1,2) cee (1,n—k)

(2,1) (2,2) te (2,n—k)

(k,1) (k,2) cet (kyn—k)
A (2.3.6)

Ein Pfad in diesemGitter seiein monotoner Kantenwegvon der linken unteren Ecke
A zur rechten oberen Ecke B desGitters, also eine Folge

= (Kl,...,Kn)
von n Gitterk anten, so dass K; von A ausgeh, K; mit K,y far i = 1...n—1

zusammenhangt und K, in B endet. JederPfad ist durch die Indizesder k vertikalen

n

Kanten charakterisiert, d.h. die Pfade werden durch die Mengeno € % indiziert:
(o) = (Ky,...,K,;) < K,_;+1 vertikal fur i € o.

Jeder Pfad zerlegt k x (n—k) in zwei Teile, namlich in ein Ideal I € Z(k x (n—k))
und den zugelwerigen Filter k x (n—k) \ I. Da man umgekehrt zu jedem Ideal auch
einen Pfad als Begrenzungerhalt, sind die Elemerte aus Z(k x (n—k)) also genau
die Mengender Form

I() := {u€kx(n—k): uliegt links bzw. oberhalb von }. (2.3.7)

Dabei gibt im Pfad ( o) = (K4,...,K,) far 0 = {01 < ... < oy} die Zahl o; — i
jeweils den Abstand der i-ten vertikalen Kante K, vom linken Rand an, so dass

I(o) = I(( o)) (2.3.8)
fur o €}, mit I(o) entpsrechend 2.3.3.

2.3.9 DEFINITION
Es sei I(0) € Z(k x (n—k)) zuo € | gemiB 2.3.3 definiert. Fiir o,7 € | sei

o <71 <= I(o0) C I(7), sowie
oNT = p mit I(p) = I(c) N I(T) und
oV T = p mitlI(p)= I(c) UI(T).

Ferner sei die Unvergleichbarkeit von o, T mit

olT <= o¢7 und T£o

notiert.
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n

Die Korrespondenz2.3.8 zeigt, dassder von Z(k x (n—k)) auf | wbertragenedis-
tributiv e Verband durch

c<7 < o, <T7;furi=1...k, sownie
{min(o1,7),...,min(og, 7%)} und
{max(o1,71),. .., max(ox, ) }

oNT
oVT

(2.3.10)

n

faro={o1<...<op},7={n<...<m}€ | gegeenist

2.3.11 BEISPIEL
Fer k= 2 und n = 4 entsprechen den Pfadenim Gitter 2.3.6 die 6 Punkte

| | | | I I
00 00 00 01 0[1 11
oof” ofrz "2 12 " o1 |11 |11 °

Die dazu "komplemertaren" Punkte, die durch Vertauschen von 0 und 1 entstehen
(s. 2.3.5), bilden, jeweils erganzt um die zusatzliche Koordinate 1, die Matrix A%A
im Beispiel 2.2.9 (S.28).

Die Kenntnis der ausden Filtern gebildeten Ordnung Z(P) zu einer partiellen Ord-
nung P lat sich dazu nutzen, die Meglichhkeiten der Erweiterung von P zu einer li-
nearenOrdnung zu untersuchen. Nach Festlegeneiner Indizierung P = {u1,...,un}
parametrisiert die Menge

e(P) := €6, w<u == m @) <7 ') Vi,j=1...m
fur ™ € e(P) die linearen Erweiterungen .y <r ... <r Ug(m) Mit
U Zpuy = (6 < ()
der partiellen Ordnung P.

2.3.12 PROPOSITION
Es sei P = {uj,...,un} eine partielle Ordnung. Die Zuordnung

T CF = I((P,=s) C I(P)

definiert eine Bijektion zwischen e(P) und der Menge aller maximalen Filterketten
von P, d.h. der maximalen Elemente in der partiellen Ordnung C(Z(P)) (s. 2.3.1).

Beweis. Die m+ 1 Filter I, ;== w;: 7= '(i)) >m —v , v = 0...m, der linearen
Ordnung (P, <) zu w € e(P) bilden eine Kette, und da =<, die partielle Ordnung
< erweitert, gilt Z((P, =,)) C Z(P), sodassCF jedenfalls eine maximale Kette in
C(Z(P)) bildet.

Sei umgekehrt eine maximale Filterkette C = {Iy C ... C I} € C(Z(P)) gege-
ben. In jeder der Mengen I, \ I,_1, v = 1...7, kann man ein u mit u % v fur alle
vel,\ I, 1 wahlenund erhalt I := I, \ {u} € Z(P), dennfer v € I und » > v
gilt entwederv € I, yund v € I, 1 C I oderve I,\I,—;undu¥ ve€ I, also
jeweilsv € I. Wegenl,_; Cc I C I, folgt I = I,_; ausder Maximalit at von C, also
jeweils |I,,| = |I,—1| + 1 und insbesonderer = m, Iy = () und I, = P. Damit ist
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7 €e(P) mit 771(0) ;== m—v+ 1fur {u;} = I,\I,_1,i= 1...m, dennausu; < u;j
mit {w;} = I, \ I,—y und {u;} = I, \ I, folgt u < v wegenu; € I,,_; fur u > v,
alsor~1(i) < #71(j). Insbesondereist I, = w;: 7 '(i)) >m—v furv=0...m,
sodassC = C7 folgt und eine Umkehrung de niert ist. O

2.3.13 BEISPIEL

Es gibt 5 Meglichkeiten, die Elemerte der partiellen Ordnung 2 x (5 — 2), notiert
mit 45 fur ¢ = 1,2, j = 1,2,3, so anzuordnen, dassdie partielle Ordnung erhalten
bleibt:

11 < 12 < 13 < 21 < 22 < 23,
11 < 12 < 21 < 13 < 22 < 23,
11 < 13 < 21 < 12 < 22 < 23,
11 < 12 < 22 < 13 < 21 < 23,
11 < 13 < 22 < 12 < 21 < 23.

Die 5 linearen Erweiterungen ensprechen mit 2.3.3 gema 2.3.12 den maximalen
Ketten der mit 2.3.9 de nierten partiellen Ordnung g , also den 5 versdiedenen
Wegen, die in dem folgenden Diagramm jeweils in Pfeilrichtung von {1,2} nad

4 5) fuhren:
{45} .

{3,4} —— {3,5}

{2,3} ——{2,4} ——{2,5}

{1,2} {1,3} {1,4} {1,5}

Die Anzahl der monotonen Pfade in einem aus m? Zellen bestehendenquadrati-
schen Gitter, die keinen Punkt oberhalb der Hauptdiagonalen tre en, ist bekannt
alsdie Catalan-Zahl C,,, die mit diversenAbzahlproblemenin Zusammenhangsteht
(vgl.z.B. [Sta99).

2.3.14 KOROLLAR
Die Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung 2 X (n —2) (n > 3)
ist die Catalan-Zahl

1 2n—-2)
n—-1 n-2

2.4 Eine Basis fiir das torische Ideal I,

Es wurde implizit bereits gelegetlich von der folgendenlinearen Erweiterung der

n

mit 2.3.9de nierten partiellen Ordnung , Gebrauc gemadt.

2.4.1 DEFINITION
Es bezeichne =< die lexikographische Ordnung auf . , also die durch

o <7< Jie{l,...)k}:0o1=T1...,00-1= Ti—1,0, < T

firo = {01 <...<op}und 7 = {m <...< 7} definierte lineare Ordnung. Ent-
sprechend seien die freien Variablen p, im Polynomring K[p] = K p,: o€ }

durch
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P > Pr i 0 <X T

geordnet.

Die Umkehrung der Ordnung auf den Variablen ist willk erlich, entspricht aber der
eblichen Sichtweisex; > ... > x,, im Polynomring K[z, ..., z,,]. Die Anordnung
der Variablen ermeglicht es, den Polynomring K[p] mit einer Termordnung zu ver-
sehenund Ideale durch Grebner-Basenzu besdireiben. Einige elemenare Begri e
dazu seienhier zitiert. Eine ausfuhrliche Behandlung ndet sich z.B. in [BW93].

2.4.2 DEFINITION4-PROPOSITION

Es sei K[x] = K[z1,...,zy] ein Polynomring mit Variablenordnung x1 > ... > xy,
und bezeichne M, die Halbgruppe der Monome iiber K[x]. Eine Termordnung >
auf K[x] ist eine lineare Ordnung auf M,, = ™ mit u >; 0 fiir alleu € ™ und

u > v == wtu > wtv

fiir alle u,v,w € ™. Jede Termordnung ist eine Wohlordnung und verfeinert die
nattirliche partielle Ordnung auf ™, die der Teilerrelation auf M,, entspricht, d.h.

es gilt stets

x| x¥ == xY < xV.

(i) Fiir ein Polynom 0 # f € K[x] bezeichnet in,(f) das Initialmonom, also das
Monom mit dem bzgl. >; maximalen Exponenten. Der Koeflizient des zugehori-
gen Terms von f heifit Initialkoeffizient. Das Ideal

ing(I) := (ing(f): fel

zu einem ein Ideal I in K[x] heifit Initialideal von I bzgl. <;. Die Monome, die
nicht im Initialideal enthalten sind, werden Standardmonome genannt.

(ii) Eine endliche Teilmenge G C K[x] mit O ¢ G heifit Grobner-Basis von I bzgl.
>, falls

iny(I) = (ini(f): f€G).
Jede Grobner-Basis erzeugt I als Ideal.
(iii) Eine Grobner-Basis G fiir I bzgl. >; heifit reduziert, falls fiir alle f € G der
Initialkoeffizient 1 ist und keines der an f beteiligten Monome in dem Ideal

(ing(g): f# g€ @G) enthalten ist. Zu jedem Ideal I # O gibt es bzgl. einer
Termordnung eine eindeutig bestimmte reduzierte Grébner-Basis.

2.4.3 DEFINITION
Die graduierte umgekehrt lexikographische Ordnung auf K[x] = Klz1,...,xz,,] mit
Variablenordnung x1 > ... > x,, ist definiert durch

u >g, Vv <= |u| > |v| oder |u|= |v| und

FJie{l,...om} I Upm = Uy oo ey Uikl = Vi1, U < U5

firu= (u1,...,Un), V= (v1,...,0), wobei |u| = uy + ...+ up,.
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Insbesonderegilt alsofer 0 7 u,v € ™ mit |u| = |v| und supp(u) N supp(v) = 0
stets
u >g, Vv <= maxsupp(u) < max supp(v), (2.4.4)

wobei supp(u) = {i: u; Z O} fur u= (uy,...,uy) € ™.

2.4.5 THEOREM

Die reduzierte Grébner-Basis des torischen Ideals Iy, (s. 2.1.1, S.22) bzgl. >, ist
Qk,n !=  PoPr — PonrPovr: 0 LT E Z

Der Beweissteutzt sich auf die folgendeBeobadtung, die dendurch die Kon guration

Al x {1} (s. 2.2.8,5.27)i.S.v. 2.2.2de nierten Halbgruppen-Homomorphisnus

Allc,n = 7T‘A]1€’n><{1}: (Z) —_— k><(n~k) EB

betri t.

2.4.6 LEMMA
Ist u # v mit Af u= A}C’nv, so enthélt supp(u) oder supp(v) ein Paar o,7 mit
olT.

Beweis. Mit und 2.3.4 entspricht jeder Exponert u mit |u| = d einer Familie
(1,).,=1..q von Ordnungsidealenin k x (n—k), wobei jedesdieserldeale als Teil des
Gitters 2.3.6 durch einen Pfad i.S.v. 2.3.7 begrenzt wird. Die Aussageist nun an-
schaulich klar, wenn man u durch ein dreidimensionalesDiagramm darstellt, indem
man d Gitter mbereinanderanordnet. Beispielsweiseerhalt manfer k= 3undn= 7
mit pY = pi3spasgpoar UNd pY = pragposrpe4s Diagramme der folgendenForm:

A A

Der zu u € k x (n—k) gehorige Koe zient von Ai ,u ist die Anzahl der Ideale
I, mit u € I, und supp(u) erthalt genaudann kein Paar o L 7, wenn die I, alle
durch Inklusion vergleichbar sind, d.h. wennu durch ein Diagramm ohne Uberhange
darstellbar ist. Dies kann fer u 7 v mit A}, u= A} v nicht fer u und v zugleid
der Fall sein. 0

Die Ausfehrung desBeweisesvon 2.4.5wird nun von [GL96](Th. 4.2)! adaptiert.

Beweis von 2.4.5. Zunadst ist mit der Darstellung 2.3.10 des distributiv en Ver-
bandes | Klar, dassﬁkm in Jj , enthalten ist. Fur o, 7 gilt au erdem genaudann
DPoDr Z PorrPovr, WeNn o L 7. Wegeno V1 = cund 7 = o A7 fur alle o L7
gilt nach (2.4.4) au erdem fur o L7 immer p,p; >a, PsarPovr- Qk,n ist also eine

Grebner-Basis,wenn eszu jedem 0 # f € I}, ,, ein Paar o, mit ¢ L 7 gibt, sodass

1[GL96] sortiert die Variablen p, in umgekehrter Reihenfolge und erhilt daher ein entsprechen-
des Ergebnis fiir die lexikographische Termordnung.
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Popr | iNgp(f). Dies folgt aus Lemma 2.4.6, sobald ing,(f) = ing,(p" — p¥) fur ein
p' —pY mit A, u= A v. Nach 2.2.2(i) hat f eine Darstellung
XS
f = ci(p't — pYi), 07 ¢; € K, A,1€7nul- = All{;,nvi furi=1...s,
=1
und man kann s > 1 mit dieser Eigenstaft minimal wahlen. Angenommen,in der
resultierenden Darstellung

X X8
f = a;pi + b;p’?, a;,bj e Kfuri=1...s
i=1 i=1
ista; = Ofur eini € {1,...,s}. Dannist entwederc; = ¢; und u; = v; oder¢; = —c¢;

und u; = u; fur ein j # 4, also

ci(p'" —p'?) + ¢;j(pY — p¥7) = ¢(p" — p¥?) oder
ci(p't —p'?) + ¢;j(PY — pY7) = ¢(p’7 — p"i),

was jeweils der Minimalit at von s widerspricht. Also ist a; # 0 und analog auch
b; 7 Ofur ¢ = 1...s, und dahering,(f) = ing(p"" — p}() fur ein ¢ und Qk,n eine
Gr@bner—Basis.DassQ,m reduziert ist, ist klar. 0

2.4.7 KOROLLAR
Das Initialideal des torischen Ideals I}, ,, bzgl. der graduierten umgekehrt lexikogra-
phischen Ordnung ist das quadratfreie Monomideal

n

indp(Ik,n) = pobri olTE k

Allgemein entsprechen die quadratfreien Monomidealeim Polynomring K[z 1, ..., ]
den Simplizialkomplexen auf der Indexmenge S = {1,...,m} (vgl. z.B. [MS04],
Th.1.7). Einem Simplizialkomplex  ordnet man dabei das Stanley- Reisner-Ideal

IA = <-Ti1"'xit: {il,...,it}¢ >

zu, dessenminimale Erzeugermengeaus den Monomen z;, - - - z;, zu den minimalen
Nicht-Seiten H = {i1,...,i;} von besteh, d.h. denTeilmengenH C Smit H ¢ ,
sodassF € fur jede edhte Teilmenge F' von H gilt. Speziell bilden also stets die
Ketten wber einer endlichen partiellen Ordnung P einen Simplizialkomplex p :=
C(P) mit Stanley-Reisner-ldeal

Ing = (zuzy: w,v e Putoundov £u) C Klzy,: u€ Pl

Beziglich einesbeliebigen Ideals und einer Termordnung nennt man den Simpli-
zialkomplex, dessenStanley-Reisner-ldealdas Radikal des Initialideals bildet, den
zugehworigen Initialkomplex.

2.4.8 KOROLLAR+DEFINITION
Der Initialkomplex zum torischen Ideal I}, ,, bzgl. der umgekehrt graduierten lexiko-
graphischen Ordnung ist der Kettenverband

ko 2= C(R ) = CZ(k x (n—k))).
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Die FacettendesKomplexes  , sind die maximalen Filterk etten mber der partiellen
Ordnung . , die mit 2.3.12denlinearen Erweiterungenvon k x (n—k) entsprechen.
Eine allgemeine Formel fur ihre Anzahl liegt nicht unmittelbar auf der Hand und
wird in 2.6 angegelen, wahrend sich die Anzahl der minimalen Nicht-Seiten des
Komplexes  , leicht bestimmenlat.

2.4.9 PROPOSITION
Die Anzahl der Paare (0,7) mit o,7 € } undo & 7ist ", 7 .

Beweis. Zu einem Paar von zwei Mengen {ai,...,a;_1} und {b1,... b1} mit
1<a <...<ap1<nundl1<b <...<bg; <nseire{l..Lk-1}
der kleinste Index mit b, > a,, falls so ein r existiert, und r = k£ sonst. Dann ist
N
o, 7€ , mit
o = {bl,...,br,l,ar+1,...,ak+1} und 7 := {al,...,ar,br,...,bk_l},

dennesgilt » = 1 oder b,_1 < apy1, dar > 1und b1 > ary1 > a1 IM Wi-
derspruch zur Wahl von r stende. Nach Umbenenrung mit o = {o; < ... < oy}
und 7 = {m < ... <7y} ist insbesonderes; = b; < a; = 7; fur alle i < r und
oy = ar41 > a; = 7, d.h. man ndet r umgelehrt in o, 7 mit o £ 7 als den kleins-
ten Index mit o, > 7, wieder, so dass eine Umkehrung de niert und somit eine
Bijektion zwiscen den fraglichen Mengenerklart ist. 0

Da die lexikographisde Ordnung < einelineare Erweiterung der partiellen Ordnung
< auf 7 ist, ist die Mengealler Paare (o, 7) mit 7 < o in der Menge aller Paare
(o,7) mit ¢ £ 7 enthalten, und die Dierenz beider Mengen parametrisiert die

gquadratischen Monome p,p, mit o L 7.

2.4.10 KOROLLAR
Die minimale Anzahl von Erzeugern des Ideals I}, ,, ist

n n
Gin = k—1 k+1

N >3

2.4.11 BEMERKUNG

Wie man der Argumentation entnimmt, wird fer die Aussagenin diesemAbschnitt
nur benutzt, dassdie lexikographisde Ordnung < auf ' einelineare Erweiterung
der partiellen Ordnung < bildet, so dassman die selben Ergebnisseauch mit je-
der anderen Anordnung der Variablen des Polynomrings K[p] erhalt, sofern sie die
partielle Ordnung < erweitert.

2.5 Das Ordnungspolytop P n+)

Es soll nun gezeigtwerden, dassmit X (k, n) tatsacdlich eine Torische Varietat i.S.v.
1.3.4(S.17) vorliegt. Au erdem soll die bestriebeneKonstruktion zu der Torischen
Varietat P(k,n) in [BCKS98] in Beziehung gesetztwerden.

Die Charakterisierung 2.3.5 (S.29) der Kon guration Z,lm durch die Filter der
partiellen Ordnung k x (n—k) besagt, dass die konvexe Helle dareber ein soge-
nanntes Ordnungspolytop bildet. Der Begri des Ordnungspolytops und die hier
erwahnten Eigensdaften werden bei [Sta86 diskutiert. Als Referenz zur Theorie
der konvexen Polytope dient [Gre67].
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2.5.1 DEFINITION

Es sei (P, <) eine endliche partielle Ordnung mit Indizierung P = {u1,...,uy}. Das
Ordnungspolytop zu P ist das konvexe Polytop Pp <)y C P (bzw. Pp, falls keine
Verwechslungsgefahr besteht) mit

Pp = (zu)uep €0, u<v == 2, <z, Yu,v € P

2.5.2 PROPOSITION
Es sei P = {uy,...,upy} eine partielle Ordnung. Die Ecken des Ordnungpolytops
Pp sind die Punkte der Konfiguration

Ap = {0, nPp = x(I): TeZ(P) c T,

Die Menge C(Z(P)) aller Filterketten iiber P bildet auBerdem eine Triangulierung
der Konfiguration Ap, also einen Simplizialkomplex, dessen Facetten die durch die
linearen Erweiterungen e(P) C &,,, von P parametrisierten maximalen Filterketten

CE = Z((P, =)
fiir m € e(P) (s. 2.3.12, S.31) sind. Dies bedeutet folgendes:

(i) Fiir m € e(P) ist das Ordnungspolytop P} = P(p <, zur linearen Erweiterung
= ein m-Simplex iiber den m + 1 Ecken in A% = Ap<_).

g S .
(11) Pp = wee(P) PP'
(ili) Fiir # # = € e(P) ist P} N PE eine gemeinsame Seite von P, und PF.

Beweis. Zunadhst ist klar, dassdie 0/1-Vektoren in Pp genaudie charakteristischen
Vektoren zu den Filtern in P sind. WegenPp c [0,1]" kenen dies auch nur Ecken
an Pp sein.

Fur 7 € e(P) de niert die lineare Ordnung <, einenlsomorphismus 2 ™,
sodassdie Punkte x(I) fur () # I € CF, ertsprechend der Kette sortiert einem x m-
Matrix (a;;) mit a;; = 1 fur i > j und a;; = O fur ¢ < j bilden. Damit ist klar, dass
PE ein m-Simplex ist, dessenSeiten den Teilmengenvon A7 ertsprechen. womit
(i) gezeigtist. Da (ii) klar ist, folgt daraus auch, dassalle Ecken von Pp in Ap
erthalten sind. Die Punkte im Schnitt zweier Simplizes P% und PF, sind genau die
Punkte in Pp, die in dem von 7 und = bestimmten Hyperebenensabnitt liegen, sie
bilden also eine Seite an P% und P%, womit auch (iii) klar ist. O

2.5.3 KOROLLAR

Die konvexe Hiille iiber der Konfiguration X,lg,n ist das Ordnungspolytop Pry (n)-
Die zugehdérige Triangulierung ist der Initialkomplex ., des torischen Ideals I}, ,
bzgl. der umgekehrt graduierten lexikographischen Termordnung (s. 2.4.8).

Der Initialk omplex ; zu einer Termordnung t und einemtorischen Ideal I 4, dasaus
einer Kon guration A= {a;,...,a,} C ¢ resultiert, ist immer auch eine regulire
Triangulierung der Kon guration A, d.h. esgibt einenVektor w € ™, sodassdie
mit w in eine hehere Dimension geliftete Kon guration

A = {(ai,wi): a; € ./4} C d+l
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durch Projektion auf die erstend Koordinaten die Triangulierung ; induziert. (vgl.
[Stu95], Lec.8, insbes. Th.8.3).

Man kann die Triangulierung der Kon guration 74,1“1 auch alseineTriangulierung
der graduierten Kon guration Z,lm x {1} betrachten, und als soldhe ist sie nicht
nur regular, sondernaudc unimodular, d.h. jeder der beteiligten Simplizes hat das
Volumen 1. Diesist klar, da dasVolumen jeweils der Betrag der Determinante einer
Matrix ist, deren Zeilen sich zu einer Dreiedksmatrix mit 1len in der Diagonalen
sortieren lassen.

2.5.4 KOROLLAR
Folgende Zahlen stimmen iiberein:

(i) Die Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung k x (n—k).
(ii) Die Anzahl der maximalen Ketten in der partiellen Ordnung 7. .
(iii) Das Volumen des Polytops COI‘N(ZLn x {1}).
(iv) Der Grad der projektiven Varietdt X (k,n).

Die ®bereinstimmung von (i) und (ii) wurde in 2.3.12festgestellt, und mit 2.5.2ist
diesdie Anzahl der Einheits-Simplizes,in die sich com(Zi7nx{l}) unter ., zerlegt.
Der Grad der projektiven Varietat X (k, n) ist dask(n—k)!-fache desLeitkoe zien ten
des Hilbert-Polynoms

hx(em(m) = dimg HU(X(k,n), Oxpmy(m)) — (me ),

dessentbereinstimmung mit (iii) in [Stu95](Th.4.16) gezeigtwird.

Wie [Stu95](Prop. 13.15) bemerkt, folgt aus der Unimodularit &t der regularen
Triangulierung einer graduierten Kon guration au erdem, dassdie zugeherige To-
rische Varietat projektiv normal ist!: die aus den Simplizes der Triangulierung ge-
wonnenenMatrizen sind mit Determinanten +1 invertierbar mwber , so dassjeder
in pogA) N A enthaltene Vektor in seinemKegel eine eindeutige Darstellung hat
und daherin A liegt.

2.5.5 KOROLLAR
Die Varietidt X(k,n) ist projektiv normal. Insbesondere ist X(k,n) eine Torische
Varietédt i.S.v. 1.3.4.

Ein durch seine Eckpunkte de niertes konvexes Polytop hat eine alternative Be-
screibung als Systemvon Ungleichungen, bzw. als Durchsdnitt von Halbraumen.
Insbesondereergibt sich dieseBesdireibung fer ein Ordnungspolytop direkt aus der
zugrundeliegendenpartiellen Ordnung. Fer u,v € k x (n—k) sei

u<v <= u<wvundesgibt kein w mit © < w < v,
also (i, 7) < (v, ) genaudann, wenn entwederv = 7+ 1 oder u = j+ 1. Die Menge
Q1 1= {(u,v): u<vekx(n=k)} U {(0,(1,1)), (k,n—k),1)}

1[Stu95] zeigt, dass bereits die Existenz einer Termordnung mit quadratfreiem Initialideal die
projektive Normalitédt impliziert.
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ist die kleinste Relation auf der Menge (k x (n—k)) U {0, 1}, derentransitiven Ab-
schluss die partielle Ordnung k£ x (n—k), erweitert um 0 < (1,1) und (k,n — k) <1,
bildet. Fur p = (u,v) € Q1 bezeitine H, die Hyperebenein **(»*) die den durch
die zugelworige Ungleichung de nierten Halbraum begrenzt, d.h.

8
P {.%'171 = 0}, falls v = o,

H, = S {zgpn-r =1}, fallsv=1, (2.5.6)
" Ay = xy}, falls u <v € k x (n—k),

bzw., unter der Einbettung in den Raum {0} @ *x(nh) g {1} > k(n—k)+2.
Hy, = {z0=0} N {z1=1} N {z, = z,}.

Da die durch @; parametrisierten Ungleichungen voneinander unabhengig sind,
erhalt man direkt:

2.5.7 PROPOSITION
Die Facetten des Ordnungspolytops Py, n) sind die Polytope

fp = Hp N ka(nfk)
fiir p € Q.

Die Menge (); erthalt die Kanten einesgerichteten Graphen Q. ,, := (Qo, Q1) mit
Eckenmenge

Qo = (kx(n=k)U{0, 1},
der zusammenmit dem Gitter 2.3.6 (S.30) in folgender Weiseein Diagramm bildet:

0

|

1 B
(171) - (172) - T (Ln_k)

| | |

v v v
21) = (22) —> 0 —> (2n—k)

| | |

' L '

| | |

' ' '
(k,1) —+ (k,2) —+ -+ —/>(kn—k)—11

A (2.5.8)

Insbesonderekreuzen also die gerichteten Kanten p € Q1 jeweils genaueine von

Q1 = F(n—kz{z—l)+}+ fk—l)(?z—k)+}= 2k —)(n—k—-1)+n

vertikal horizontal

Gitterk anten. Eine allgemeinereForm des Diagramms 2.5.8 wird in [BCKS98] un-
tersudt.
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2.5.9 LEMMA
Es sei fiir o € mit Q1(o) die Menge aller gerichteten Kanten p € Q1 bezeichnet,
die den Pfad ( o) (2.3.7) im Diagramm 2.5.8 kreuzen, also

n

8

> {((k,n—k),1)}, fallso = {1,...,k},
Q1(0) = S {(0,(2,1))}, fallso = {n—k+ 1,...,n},

" (u,v): u€ZI(o), veI(o) sonst.

Die in einer Facette F, an Py (k) enthaltenen Ecken sind die Punkte
—1
Aen 0V Fp = x(0): p & Qo) -

Die Beobahtung 2.5.9bedarf keinesBeweises.Man erhalt also eine Facetten-Edken-
Inzidenztabelle des Ordnungspolytops, indem man zu jeder Ecke x(o) die Kanten
p € @ notiert, die der Pfad ( o) kreuzt. Die zugehorigen Facetten 7, sind dann
genaudiejenigen Facetten, die nicht mit x(o) inzident sind.

Das System Q.. = (Qo, Q1) ist ein Kdcher ohne gerichtete Zyklen', oder auch
ein Netzwerk mit Quelle 0 und Senle 1. Die Inzidenzmatrix zum gerichteten Graphen
Q. Stellt die Randabbildung im Kettenkomplex  ,, als Homomorphismus

I, @ —= D e, — engy) — i)

von freien abelsthen Gruppen dar, wobei e, fur p € Q1 und ¢, fur u € Qq jeweils
die Elemerte der Standardbasenbezeitinen, und die Funktionen h,t: Q1 — Qo,
einer gerichteten Kante p jeweils head und tail zuordnen, alsoh(p) = v und t(p) = u
fur p = (u,v) € Q1. Insbesonderegilt also

Ig, . (epr + ..o % €p) = Enp.) — Et(n)

fur jeden gericheteten Weg (p1,...,ps) in Qrn, SO dassdie Komposition dy,, =
mo o g, ,, surjektiv ist, wobei mo als naterliche Projektion durch die exakte Sequenz

0

0—— = {0} Qo N = kx(n%k) D {1} 0

de niert ist. Da man jeden Punkt » € k x (n—k) durch einen gericheteten Weg
in @ von 0 aus erreichen kann, ist sogar 7y o Jy,, fur jedes Ordnungsideal I €
Z(k x (n—k)) mit der entsprechenden Projektion 7;: N’ I surjektiv. Mit M’
als dualer Gruppe zu N’ = Hom (M’, ) bedeutetdie Surjektivit at

Ths(nk) © Ogm: Q1 —= N & kx(nh), (2.5.10)

dass N als -Vektorraum von den Normalen n, = (k) © Oknl(e,) auf den
Facetten 7, an Py, (n-«) €rzeugtwird. Das sind die Vektoren n, € N mit

8
2 €1, falls t(p) = 0,
Ny .= —Ek,n—k» falls h(p) =1,

>
' 5h(p)—5t(p), sonst.

'vgl.z.B. [Hil03]
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Dies sind die primitiven Elemente des Normalenfachers ., in N wber Py, 1),
wobei \
Prx(nk) = {meM : (m,n,)>a,} (2.5.11)
PEQ1
mit geeignetena, € , hier alsoa, = 1 fur h(p) = 1 und a, = 0 sonst. ( k,n)
besteht aus den Normalenkegeln

N(F) = weN : (m,u)>0Yme Py, (Mm,u)=0YmeF

zu den Seiten F' an Py (), und bildet einenvollstandigenrationalen polyedrischen
Fadcher i.S.v. 1.3.4 (S.17), aus dem eine k(n — k)-dimensionale projektive Torische
Varietat Xy ,) hervorgett!. Der Normalenfacher ist kombinatorisch dual zum Po-
lytop, wobei insbesonderedie Kanten in ( k,n) von den primitiv en Elemerten n,
erzeugt werden und die Ecken des Polytops die maximalen Kegel in ( k,n) und
damit eine Uberdekung von Xy ,) durch ane Torische Varietaten indizieren.
Die folgende Beobadtung zeigt, dassjeweils der a ne Koordinatenring K[ec) N M]
zu einem maximalen Kegel ¢, in ( k,n) als Halbgruppenalgebramit dem Koor-
dinatenring der anen Torischen Varietat zur lokalen Kon guration Z}m — x(0)
ebereinstimmt, und aus der Diskussionin [Stu95] (Lec.13,insbes.L.13.8) geht her-
vor, dass daraus die Isomorphie beider Varietaten in ihrer Einbettung in (})-1
folgt.

2.5.12 PROPOSITION
Fiir o € | wird die Halbgruppe ¢y N M von der Menge

A —x(0) = x(1) —x(0): X(7) €Ay,

erzeugt, wobei ¢, := N(x(0)) den k(n — k)-dimensionalen Normalenkegel iiber der
Ecke x(0) an Py (nk) bezeichnet.

Beweis. Es sei(a(u,7)), - die aus X,lw — x(o) gebildete Matrix, also

g +1, falls u € Z(7) \ Z(0),
a(u,7) = . L falls u € Z(0) \ Z(7), (uekx(n-k),7e })
0 sonst.

Zu zeigenist, dasssich z € ¢/ N #*("*) aus dieserMatrix mit Koe zien ten in
darstellenlat. Der Kegelc, wird von den primitiv en Elemerten n, zu den Facetten
Fp an Ppymr) €rzeugt, die mit der Ecke x(o) inzident sind. Mit 2.5.9 bedeutet
z = (zyu)u € ¢ daher z, < z, fur alle (u,v) ¢ Q'f’”(a) mit v <v € k x (n—k) und
auerdem z; 1y > Ofallso Z {n —k+ 1,...,n}pund z( ,,_) < Ofallso # {1,... k}.
Daraus folgt

>0 furueZ(o)

<0 furu¢Z(o)

Zu
Esbezeitine < die zeilerweiselineare Erweiterung der partiellen Ordnung & x (n—k):

'Ein d-dimensionales konvexes Polytop in ¢ mit Ecken in ¢ definiert durch seinen Norma-
lenficher immer eine d-dimensionale projektive Torische Varietit. ([Cox03], Lec.12).
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(i,5) < (v, ) <= i<voder(i=vundj < w).
Fur u ¢ Z(o) seit(u) €  der Index zum Filter {v: u =< v}. Man erhalt

1, falls v = u und v ¢ Z(0o),
0 sonst.

a(v,7(u)) = (vekx(n—Fk))

Analog ergibt sich fur u € Z(o) mit 7(u) zumFilter {v: u < v} auch a(v, 7(u)) = —1
fur alle v mit v = v € Z(o) und a(v, 7(u)) = 0 sonst. Zerlegt man also die Matrix

(a(u, 7))~ in die Zeilen zu u € Z(o) einerseitsund die zu u ¢ Z(o) andererseits,
so erhalt man durch Anordnung der Zeilen entsprechend < innerhalb der beiden
Teile und geeigneteAnordnung der Spalten 7(u) mit m := |Z(o)| eine quadratische
Untermatrix b(i, 5); ; mit

8
> -1, fallsi <j <m,

b(i,j) = S +1, fallsj>i>m, (i,j=1...k(n —k))
0 sonst.
Damit existiert eine Lesungin (%) fur das fragliche Gleichungssystem. 0

2.5.13 KOROLLAR
Die Torischen Varietdten X (k,n) = ProjK[p]/Ix, und Xs 4 ) stimmen iiberein.

Xx:(k,n) It die Torische Varietat P(k,n), die in [BCKS98] untersucht wird, wo auch
explizit die Isomorphie zu X (k, n) nachgewiesenwird (Th.3.2.13).

2.5.14 BEMERKUNG
Die exakte Sequenz

0 VA Q1 N 0

mit Z 1= ker(myx (nt) © Ok,n) C Q1 (s. 2.5.10)induziert eine exakte Sequenz

1 T Q1 o kx(nk) o 1,
wobei hier die Identitat @1 = @ ® K* zugrunde gelegtist, so dasssich insbe-
sondere(z ®t) € #*(m*) = N® K* als Gruppenhomomorphismus M — K* mit
m — t{™ %) schreiben lat, womit die induzierte Abbildung <1 kx(n%) sich
in der Form
(e ) Y Y -1
(kp)p — p = 1p Ip
p b hp)=u  t(p)=u !

darstellt, und man als Kern die Untergruppe
n Y 0
T= (4),: p™™ =1YmeM ce @
p

erhalt. Die durch 2.5.13gegeleneBesdtireibung von X (k, n) durch denFadher ( k,n)
gibt dazu Anlass,denKoordinatenring, den man bisherals Unteralgebrain K|s, sg] C
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K[M'] (s. 2.2.7, S.27) gesehenhat, durch homogeneKoordinaten in den Facetten-

n

Variablen z, fur p € Q; zu bestreiben. Zu o € | st

Y Y
m’ = x, = zp, €Kz peQy,
x(0)EFp pEQ1(0)

das Eckenmonom, und man erhalt X (k,n) als Quotienten U/T mit der o enen
Teilmenge

[
U := D(m°) C Q1,
wobei die Einbettung  **("*) ¢ X(k, n) durch die Inklusion @' c U mit *x(nk) &
Q1 /T induziert wird (s. [Cox03]).

2.5.15 BEISPIEL
Das Ordnungspolytop P, (4—2) C 2x2 ist die Lesungsmengales Systems

0< 2z, z11 <z12 <92, 11 < w91 < x99, T22 <1,

von 6 Ungleichungen, und man erhalt die folgende Facetten-Edken-Inzidenztabelle,
wobei die Inzidenz durch 0 und die Nicht-Inzidenz durch 1 gekennzeitinet ist, so
dassdie Spalten die Exponerten der Ecken-Monomeaus 2.5.14 bilden:

x({1,2}) x({1,3}) x({L4) x({23}) x({124}) x({3,4})
Fou 0 0 0 0 0 1
F1,12) 0 0 0 1 1 0
Fuoa | O 1 1 0 0 0
Favan 0 0 1 0 1 0
Florom) 0 1 0 1 0 0
Fana) 1 0 0 0 0 0

Diesesvierdimensionale Polytop hat ferner 13 Kanten und 13 zweidimensionaleSei-
ten. Durch geeigneteProjektion der Kanten auf eineder dreidimensionalenFacetten
erhalt man als Schlegel-Diagramm(s. [Gru67]3.3.3), einenOktaeder mit zusatzlicher

Kante: (5.4)) {3.4)

/

{24} __
{1.4)
/

{23) __ /
{1.3)

/

x({1,2}) {1,2}

Dem Hasse-Diagrammder Ordnung ;‘ ertnimmt man, auswelchen Eckpunkten die

beiden Simplizesder regularen Triangulierung - 4 gebildet sind.
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2.6 Der Grad von X(k,n)

In 2.5.4(S.38) wurde festgestellt, dassder Grad der Torischen Varietat X (k,n) mit
der Anzahl der linearen Erweiterungen der partiellen Ordnung k£ x (n—k) wmberein-
stimmt. Dies ist zum Beispiel auch, zu gegelener Termordnung, die Anzahl der
meglichen Anordungen der Termein einem Produkt aus einem Polynom mit & und
einemmit n—k Termen.Fur denFall k£ = 2ist sieals Catalan-Zahl gegelen (s.2.3.14,
S.32), und eswird nun gezeigt, dasssich eine allgemeine Formel, mithin also eine
Catalan-Zahl fur Gitter heherer Dimension, aus einer bekannten Formel gewinnen
lat.

2.6.1 THEOREM
Der Grad der Torischen Varietit X (k,n) ist

Yk — i)l

i (n—i)"

Es wird die Hook-Lingen-Formel fur Standard-Young-Tableaux berutzt und dafer
zunachst kurz die zugelwrige Terminologie zusammengefassts. [Ful97]).

Mit einer Partition A = (\1,...,\y) der Zahl [A] := A+ ...+ A\, € mit
A1 > ... > Ay > 0assoziiertman ein Young-Diagramm. Das ist eine Tabelle von ||
Zellenin m Zeilen, sodassin der i-ten Zeile (von oben geahlt) linksseitig ausgerid-
tet \; Zellen stehen. Eine Nummerierung des Young-Diagrammsist eine Belegung
der Zellen mit naterlichen Zahlen, und ein Young-Diagramm zusammenmit ei-
ner Nummerierung heit Young-Tableau. Ein Young-Tableauheit Standard-Young-
Tableau, wenn die Nummerierung durch 1...|)\| erfolgt und sovohl Zeilen als auch
Spalten von links nach rechts, bzw. von oben nach unten, ansteigend nummeriert
sind. Beispielsweisesind folgende Tabellen Standard-Young-Tableaux zur Partition
8=4+ 3+ 1:

degX(k,n) = k(n—k) !

68|
7

6

|(A)I\)H
o

|\1w|—-
S
©

Es wird mit \ auch die Menge aller Zellen des zugehorigen Young-Diagramms be-
zeidnet. Zu einer Zelle z € X ist a(z) die Anzahl der Zellen rechts von z und I(z)
die Anzahl der Zellen unterhalb von z. Die Hook-Ldnge zu einer Zelle z ist

hz) = a(z)+ 1(2) + 1.

Die Anzahl f, der Standard-Young-Tableaux zur Partition X ist durch die Hook-

Langen-Formel
Al
o= QL (2.6.2)
ZEX h(z)

gegelen. Diese Formel wird z.B. in [PS97 bewiesen.

Beweis von 2.6.1. Man bilde die Paare (i,j) € k x (n—k) durch die Zuordnung
(¢,7) — v(i,7) := (i —1)(n — k) + j auf die Zahlen 1...k(n — k) ab und sdrei-
be sie in eine k x (n—k) Matrix, etwa v(i,j) an die Stelle (r,s). Die Zuordnung
(¢,5) — (r, s) ist dann eine Permutation von k x (n—k), die genaudann die par-
tielle Ordnung k£ x (n—k) erhalt, wenn die Zahlen v (i, j) zeilen- und spalterweise
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ansteigendangeordnetsind. Die Standard-Young-Tableaux zur Partition k(n—k) =
(n—k)+ ...+ (n— k) entsprechen alsoden linearen Erweiterungenvon k x (n—k),
so dassihre Anzahl durch die Formel 2.6.2fur A = (n — k,...,n — k) besdtirieben
wird.

Fur die Zellenz = (v,u) € k x (n—k) ista(v,u) = n—k—pund (v, u) = k—v,
alsoist h(v, ) = n — v — u + 1 die Hook-Lange. Substitution von i = k£ — v und
j=mn—v—pu+ 1lin der Formel 2.6.2 ergibt

Y A-1 nyk+e e n— i)l
. . (k=)
(v,p) €k X (nk) =0 j=i+1 i=1

alsodie Formel 2.6.1. 0
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3 Degeneration der Grassmannschen

3.1 Die klassischen Pliicker-Relationen

Es sollen hier Erzeuger des Plucker-ldeals J;, ,, (s. 1.2.10, S.14), die sogenanten
Pliicker-Relationen, explizit hergeleitet werden. Dazu wird wie in 1.1 von einem
n-dimensionalenK-Vektorraum V' ausgegangerund die Plecker-Einbettung 1.1.15
(S.10)

\%
Pryv: 6k, V) — "Fv

zugrunde gelegt. Wie in 1.1 (S.8 ) bereits ausge#hrt wurde, bilden zu jeder Basis
(v1,-..,v,) von V die Multiv ektoren

Vg 1= Vg N AUg,

. . Vv .
fur 0 = {01 <... <ox} € ] (nach Anordnung) eine Basis von Vv, wobei hier
gelegetlich v, mit v,, ,, notiert wird. Insbesonderegilt fer vy,..., v, €V

v A... Ao # 0 <= {v1,...,u} linear unabhangig,

sowie
V() N - ANUnk)y = sgn(m) vy A ... A g

fur jede Permutation = € &;. Allgemeiner ist fur r,s > 0 das au ere Produkt als
bilineare Abbildung
A Vv ey L Vrsy
. \ \
mit (An=(=1)""nAlfur e "Vundne °V gegelen.
Bezuglich einer Basisvon V lassensich die in 1.2 eingefkihrten freien Erezeuger
po desgraduierten PolynomringsK[p] = K p,: o € | alsdie Elemerte derdualen

Basisvon V'V au assen, so dasszu jeder Basisvon V' ein Isomorphisnus

M V
Klp] &  Sym’ *vV
r>0

von graduierten K-Algebren gegelen ist, wobei fer einen beliebigen K-Vektorraum
W das r-fache symmetrische Produkt als

N
Sym"w = "W/span (w1 ®...®@w) = (Wr1) ® ... @ wg(y): TE G,

de niert ist, d.h. manfat Tensorender Form w; ®...® w, modulo Kommutativit at
als Monome vom Grad r auf und notiert demertsprechend Erzeuger von Sym” W
mit wy - - - w,. Der im r-ten graduierten Teil von K[p] ernthaltene Teil desin 1.2.10
de nierten homogen\e/nPrimideaIs Jk.n bildet demnad jeweils einen Unterraum im
K-Vektorraum Sym” vV,

Unter Identi k ation mit dem Bild der Ple\gker—Einbettung 1.1.15ist nun &(k,V)
die Menge aller homogenenPunkte [w] € FV mit der Eigenstaft, dassw zer-
legbar ist, d.h. dassVelgoren v1,...,0 €V mit w = vy A... A existieren. Speziell
stimmt &(1,V) mit 1y = vV wberein, wahrend im Allgemeinen o enbar eine
edite Inklusion vorliegt. Ist etwa (eq,...,e,) eine Basisvon V, so liegt beispiels-
weise[ers + esgq] Nicht in &(2,4) = &(2,K*%), dennausejs + egq = v A vy Werde
(e12 + es4) Av; = O fur ¢ = 1,2 folgen, was wegen

ergt esy A ziept+ zgeg t zzezt z4eq = zie134 t 2oeo3q4 t 2z3e€123 t 24124
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fur alle v = *(z1,...,24) G K* aber v; = vy = 0 implizieren weirde. Generell liefert
die fur jeden Vektor w € ~ * V' de nierte lineare Abbildung

ANw): V —>Vk+1v, v — wAv (3.1.2)

die folgende Charakterisierung der zerlegbarenVektoren.

3.1.2 DEFINWION—&—PROPOSITION
Fir0#Z we RV sei

L, := kerAN(w) = {veV: wAv= 0},
dann gilt dimyk L, < k und dimgk L,, = k genau dann, wenn w zerlegbar ist.

Beweis. Man kann eine Basis (v1,...,v,) von L, zu einer E@sis (v1,...,v,) VON
V erganzenund erhalt\flus der resultierenden Basis (v,,) von Fvfarr=1...m
jeweils eine Zerlegung  *V = W @ W{" mit W” = span{v,: r e o}, W =
span{v,: r ¢ o}. Da genaudann v, Av, = 0 gilt, wennr € o, impliziert w Av, = 0
fur die Darstellungenw = w!”+ w{” mit w{” € W, W7 e W jeweils i) Av, =
0 und w{"” = 0. Daher folgt w € W 0 ... AW!™ = span{vy:\AL,...,m} C o}.
Wegenw # 0 folgt alsom < k und m = k genaudann, wennw € * L., also genau
dann wenn w zerlegbarist. 0

Insbesondereist klar, dassim Falle von dim L, = k die Zerlegungw = vy A ... A v
eine Basis (vy,...,vx) von L, liefert und die Zuordnung [w] — L, auf dem Bild
der Plucker-Einbettung eine Umkehrung de niert.

3.1.2kann man auch soformulieren, dassA(w) immer mindestensvom Rangn—k
ist und dass[w] genaudann in &(k, V) erthalten ist, wenn rank A(w) < n — k. Wie
[Har92](6.6) bemerkt, induziert die lineare Abbildung w — A(w) eine Matrix A"
mit Eintragender Form =£p,. Die Minoren dieserMatrix sind homogenePolynome
in K[p], sodassman &(k, V) mit der Nullstellenmengeder (n — k + 1)-Minoren von
AR identi zieren kann.

3.1.3 BEISPIEL
Die Matrix A>% mit p = (pi2, P13, P14, P23, P24, P34) St

1
p23 —p1i3 pi2 O

424 = %Pm —p1a 0 pio E
psa 0 —piu piz A’
0 paa  —pau p23

derennicht versdwindende 3-Minoren die Polynome der Form

+pii(p12p3a — p13paa + puap23) (A <i<j<4)

sind. Man erhalt alsoerneut (vgl. 1.2.11,S.14) den Ereuger

P12P34 — D13P24 + P14P23 (3.1.4)

desHauptideals J3 4.
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Wie das Beispiel 3.1.3 bereits zeigt, sind die (n — k + 1)-Minoren von A*™ i.A.
jedoch von zu hohem Grad und erzeugennicht das Plecker-ldeal, sondernnur ein
Ideal, dessenSaturierung das Pleicker-ldeal ist. Fer den Spezialfall £k = 2 kann man
jedoch direkt Erzeugerbestimmen.

3.1.5 PROPOSITION v
Essein>2undk=2 we 2V ist genau dann zerlegbar, wenn w A w = 0, und
das Pliicker-Ideal Jo, wird von den | homogenen quadratischen Polynomen

PijPvp — PawPjp + Pipljy (L <i<j<v<p<n)

erzeugt.

. . . . P .
Beweis. Es sei(e,...,e,) eineBasisvon V. .und 0 7 w =, _;cije; Ae; mit
Koe zien ten ¢;; € K fur 1 < i < j < n. Man erhalt

X X X X
wAw = cjeiNej N Copey Ney, = CijCup € N ejNey Ney
1<j Xu<u 1<j v<p

= 2(cijeup — CikCiju + ciacjy) e; Nej Ney, Ney,
i<j<v<p
wobei sich die Koe zien ten zu den Summandenmit ¢ < j < v < p ausden 6 Permu-

tationen 7 € &4 mit 7—1(1) < #~12) und 7~(3) < 7~ 1(4) und deren Vorzeidhen
ergeben:

me (1), (13)(24) tCijlout Copciy = F2ci500,
Te (23),(1342) — CivCju — CjuCiv = —2CiCjp
Te (234), (132) + CipCiv t CiuCiy = +20iucju

(Man beadte, dasscharK # 2 fur £ = 2 vorausgesetztist.) Wegender linearen
Unabhangigkeit der e; A e; Ae, Ae, impliziert w Aw = 0 damit die Gleichungen

CijCup — CivCju T CipCjy = 0

fur i < j <v < pu. Nach Wahl einesc;; 7 0 erhalt man daraus die Zerlegung
X X

Cijw = CijCup ey Ney = (CivCju — Ciucjv) ev N ey
v<p v<p
xXr xe X X
= CivCjp ey Ney = Civey, N Cip €y -
v=1 p=1 v=1 pn=1

Um allgemeinere Aussagenzu erhalten, erweist es sich als netzlich, neben dem in
.1.2de nierten Raum L., auch den kleinsten Unterraum L zu betrachten, der w €
* L erfullt. DieserAnsatz wird aus [GH78](Ch.1.5) mbernommen.

3.1.6 DEFINI\}PION—&—PROPOSITION
Fiir0# w € RV sei

\'n vV 0
L = L<V:iwe *L |

dann gilt dimg L® > k und dimg L¥ = k genau dann, wenn w zerlegbar ist. AuBerdem
ist L, ein Unterraum von L*.
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Beweis. L* ist der eindgutig bestimmte kleinste Unterraum L mit w € VkL. Ins-
besonderegilt alsow € kL“\f 0 und der erste Teil ist klar. Seiv € L, und L
ein Unterraum von V mit w € © L. Ist (u1,...,u,) eineBasisvon L, soimpliziert
wAv = 0, dassdie Menge {u;, A... Au;, Av: i) <...<i} linear abhangig ist.
Darqys folgt v € L, denn andernfalls waren diese Multiv ektoren in einer Basis von
von Fti(L Kv) enthalten. Also gilt L, C L¥. 0

V
Mit 3.1.2und 3.1.6ist nun 0 7 w € by genaudann zerlegbar,wenn L, und L“
eibereinstimmen, also genaudann, wenn L in L, enthalten ist.

3.1.7 KQROLLAR
0Fwe RV st genau dann zerlegbar, wenn w A v = 0 fiir alle v € L.

Vv Vv
Der naturliche\l/somorphisrru% Fyv e ( k V)Y erlaubt es, Paarungender Form
(¢C,m)fur ¢ e FVundne *VV zubetrachten, wobei

(VA AU, oL A ANy ) = det (v, ;) ij=1.k (3.1.8)

fur Eyzeugerv A ... A € Vi und N = ViV Insbesonderehat
we FVzu jeder Basis (v, . .. ,v,) von V mit dualer Basis (v7,...,v:) von V'V die
Darstellung X
w = (W, v A A v A Ay,
11<...<if
und (v1,...,v,) enthalt eine Basisvon L, wenn maximal viele (w, v; A... A vF )
verscwinden.

3.1.9 PROPOSITION
LY ist der Unterraum aller v € V mit der FEigenschaft, dass ein ¢ €
existiert, so dass (v, u) = (w, uA¢) fiir alleuw € VV.

Vk—l V\/

Beweis. Esseiein Unterraum L mit Basis(vy,...,v,) gegeken, sodass(vy, ..., v,)
eine Basis von V und (v7,...,v}) die dazu duale Basis von V'V bildet. Einerseits
hat jedes Elemert v aus dem de nigrten Vektorraum eipe eindeutige Darstellung
v=v+ 0" mit o € Lund o’ = (v, v v = L L (w, vf Ag)u; fer
einp e FlvV.istalsow € FL, sofolgt v = 0 und daher v = € L, denn
dann hat w eine Darstellung durch die induzierte Basis (v,) von L, und fer
o=AHop,...,otmit 1< <...<or<mundi=m+ 1l...nist (v,, v AN¢o)
eine Summevon Determinanten, die in einer Zeile die Paarungen (v, , v; ) = O fur
j = 1...k enthalten, sodass(w, v A¢)= O0furi= m+ 1...n folgt.
Andererseits ist die Abbildung v: u —— (w,uA @) fur ¢ == vz A Av;
zuo = {o1,...,0} Mit 1 < 01 < ... < 0, < n eine Linearform auf V'V, also ist
veVVW=Vmit (v,u)= (w,uA¢) fur alle u € VY. Enthalt also L den ange-
benenUnterraum, sofolgt v € L, und 07 (w, vy A...Avy )= £H(w, vy A@) =

+(v, v}, ) impliziert o <m, worausw € = * L folgt. 0

3.1.9besagt,dass L“ dasBild der eindeutig bestimmten linearen Abbildung

(wx -): Vk’1VV —V, ¢ — wXo,
ist, die
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(wxo,u) = (w,uNo¢) (3.1.10)

V
fur allew € VV erfullt. Man erhalt sieausder Bilinearform b,,: VV x  *1yvV — K
mit b, (u,d) = (w, uA¢) alsdie Abbildung ¢ — b,(-,¢) € VYV = V. Mit 3.1.7
folgt also:

3.1.11 K\(/‘)ROLLAR Vv
0Fwe Ry st genau dann zerlegbar, wenn w A (w X ¢) = 0 fiir alle ¢ € Hly,
d. h. es gilt

Vv Vv
[w] € B(k,V) < AW)o(wx ) = 0eHom Flyv, “HFly
wobei AN(w): v — w A v die Abbildung 3.1.1 bezeichnet.

3.1.12 BEMERKUNG
Man hat allgemeinerKontraktionsop eratoren der Form

V. NV Vv v
y: PV PNV —— VY ((zayy) = (zAz,y) Yze TV),

Vv N V v v
x: oty PVV — 1V ((zxy,z)= (z,yAz) Ve TVY),

\Y
fur p,q > 0 (vgl. [FH9lJ, B.3). Insbesondereist A(w) fur w € ©V die duale Abbil-
dung (wy -)V: V. — 1V In der Notation von [GH78] ist die Bedingung 3.1.11
fur die Zerlegbarkeit von w durch

i(i() ww = 0

Vi . V., o
fur allgl € VVV gegelen, wobei i() : V — VY mit i()w = (‘XJ/X )Y und
gu: TV — PV Mrue VVYmiti()w = (wy ), dhili(e)w: VY —
*=1y/ ist die zu A(w) o (w x -) duale Abbildung.

3.1.13 DEFINITION
Es bezeichne Py, die Abbildung

Vv N V Vv Vv
ks ks Hom = F-lyv Yhktly

Vv
mit P (®n (@) = nA(( X ¢) fiir alle ¢ € k=l VYV, bzw. die entsprechende
Abbildung unter der natiirlichen Identifikation

Hom V’“—lvv,v’““v = Vi N Vi,

Mit Py, sei die\;(omposition der dualen Abbildung P}/ mit der kanonischen Projek-
tion auf Sym> ~ * V'V bezeichnet:

Vk*lv\/ N Vk+1v\/ PZ Vk‘/’\/ N VkV\/
2k
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V
Esist also0# w € Fy genaudann zerlegbar,wennw @ w € ker Py = (im P,’;)L.
Dies igt equivalent gu f(w) = (f,w?) = O fur alle f € imPy, wobei w? €
sym?* Fy = (sym? Fvv)v.

3.1.14 KOquLAR
Fiir07 w € V gilt

[w] € &(k, V) <= f(w)= 0 firalle f € imPy,.

Insbesondere wird das Pliicker-Ideal Jj, , von den homogenen quadratischen Poly-

nomen im Vektorraum im Pj, C Sym? Fyv = K[p]2 erzeugt.

Essollennun ausder durch 3.1.14gegelenenabstrakten ErzeugermengedesPl eicker-
Ideals kombinatorische De nitionen der Erzeuger hergeleitet werden. Dazu sei eine
Basis (e, ...,e,) von V mit dualer Basis (e7,...,e’) von V'V xiert.

3.1.15 PROPOSITION
oy . ko, NV Vi, NV
(i) Die Abbildung Py: V V— V V ist die lineare Ab-
bildung, die durch

(iAo AvE) @ (WL Ao Awg)

— (—1)”1(1)1/\...Q.../\vk)®(w1/\.../\wk/\vi)
=1

fiir vi,..., v, w1,...,w, €V gegeben ist.

v N V Y, N V
(i) Die zu Py duale Abbildung P: = "1 vV ktlyv _ Vkyv kv
ist die Abbildung

(1 Ao A1) @ (1 Ao Adbrg)
K1 ,
— (1) (o1 A At AP @ (W1 A B A i)
i=1

fiir p1,..., 08, V1,..., Y € VY.
\%
Beweis.,Fur Basiswektoren e, und e, der induzierten Basis von ¥V erhalt man
fur ¢ € ~*~1 VY mit 3.1.10:

X X
er N\(eg X @) = (e X P, el Yer Ne; = (es, e No)er Ne;.
i=1 i=1

\% \%
Aufgrund der Darstellung 3.1.8 der naterlichen Isomorphie = *VV = (" * V)V ist
klar, dass(e,, e N¢) = O fur i ¢ o gilt, wahrend man far o0 = {0; < ... <oy}
und v = 1...k jeweils

(s, €5, NO) = (—l)”“(eoy/\(eol/\...({;,V.../\eok),eiy/\qb}
= (1) Meo A &, .. Neoy s D)

V N V V V
erhalt. Da die naterliche Isomorphie | *~1 v M1y e pHom " Flyv, "hLy
durch (C®@n) (@) = (¢, ¢)pfur C e F'Vundne "1V gegelenist, resultiert
daraus die Darstellung (i) fer Py.
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Man erhalt eine Darstellung von P}/ durch Transposition der darstellendenMa-
trix von Py. In einer durch (o, 3) mit « € ,", und g € kL indizierten Zeile
dieserMatrix sind erntsprechend (i) genaudie Eintr agein den durch (o, 7) indizier-
ten Spalten von Null versdieden, fur die esein b € o \ 7 gibt, sodassa = o\ {b}
und 3 = 7U{b}. Seialsozu 3 = {B; <...< Bri1} €inIndex p mit b:= 3, ¢ «
gegelen, savie 0 = aU{b} = {01 < ... <oy}, alsob= o, fur einv mit 1 < v <k,
und 7= B\ {b}, alsoeg = (—1)*F1"# e, Aep. Der zu (o, 8) gehorige Summand von
Pr(es, ® e,) ist damit

(1) Mea@(er Nep) = (1) e, @eg,

so dass (—1)*~#*¥ der Eintrag an dieser Stelle der Matrix ist, woraus sich wegen
ea Nep = (—1)F Ve, und

(k—p+v)+(k—v) = p (mod 2)
die Darstellung (ii) fur P ergibt. 0

Aus der Darstellung 3.1.15(ii) der Abbildung P, erhalt man die klassisten Plecker-
Relationen, wie man sie etwa bei [HP53](VI 1) ndet.

3.1.16 KOROLLAR
Das Pliicker-Ideal Jy, ,, wird von den homogenen quadratischen Polynomen

K—Fl
(—1)1/pil...ik—1jypj1mfymjk+l
v=1
fiir alle (i1 ...95—1) und (j1...jge1) mit 1 < i3 < ... < ip1 <nund 1l < j; <
... < Jr+1 < n erzeugt, wobei die Indizes entsprechend der Identifikation p;,. s, =
e;-kl A A efk fiir1 <iy < ...< 1, <n als alternierend aufzufassen sind.

3.2 Eine Basis fiir das Pliicker-Ideal |,

Die Formel 3.1.16erzeugtviele Polynomemehrfach, und auch die Mengeder von Null
verstiedenenPlecker-Relationenist i. A. (feur & > 2) nicht linear unabhangig. Es
soll nun eine Basis des von den Plecker-Relationen erzeugtenVektorraums im Py,
(s. 3.1.14) besdirieben werden. Es sei hier stets k > 1 vorausgesetzt,so dassdie
VoraussetzungcharK = 0 oder charK > k an den zugrundeliegendenK erper K
insbesonderechar K # 2 impliziert.

3.2.1 PROPOSITION
. . k N Vk Vk*l N VkJrl . . .
Die Abbildung Py : Vv V— Vv V' (s. 3.1.13) ist surjektiv.

Der Beweisvon 3.2.1 stutzt sich auf den folgendentechnischen Hilfssatz.

3.2.2 LEMMA

Es sei 0 < 'm < k und eine linear unabhéngige Menge {v1,...,vok_m} C V gegeben.
Es seiv(m) = vy A...Avp und fiira= {og < ... <o} C{m+ 1,...,2k —m} sei
(@) = Vo Ao AUy, sowie @ = {m+ 1,...,2k —m}\«a. Firo = {o1,...,0k—m}
mitm <oy <...<0k_m <2k —m sei

Vi

V. N
w(o) 1= (=1D)Zi% 1 o(m) Av(e) @ v(m)Av(@E) € FV v,
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und fir 7= {71, ..., Tgem_1} mit m < 7 < ... < Tp_m—1 < 2k —m sei
\Y, N V
uw(r) = (—1)E¢ ou(m) Au(r) ® vlm) Av(T) € k=1y, k1,

Firr=1...k — m ist dann mit

X X
w = w(o), u™ = u(T)
or_1<k<or Tr—1<k<Tp

und w9 := 0 die folgende Gleichung erfiillt:
P, w" = (=)™ (k—m—r+ DuD + oy (*)

Beweis. Entsprechend der Darstellung 3.1.15 wird jeder der in w(") auftrenden
Summandenw(o) unter P, zu k¥ Summandenexpandiert, von denenwegenuv(m) A
v = 0fur ¢ = 1...m nur k — m Summandenw(c,v), v = 1...k — m, nicht
verscwinden, wobei

w(o,v) = (=) X% y(m) Av(o \{ov}) ® v(m)Av(@)Avg, .

Mit 7= o \{o,} = {n<...<7Tg—m-1} gilt dann 7; = o; fur i <vund 7, = 0,41
fur ¢ > v, sodass

Treo < op_1 < k or = Tr—1, fallsv<r,

VANVAN

or < 7, falls v > r.

Tr—1 = 0p—1 < k
Bis auf Vorzeichen ist also w(o,v) = +u(r) entweder ein Summand von «(") oder,
sofernr > 1, von "V, Far 7= {71 < ... <5, < 0, < Tpp1 < ... < Tp_pm} Mit
0< p<k—mdgit nun v(@) Avy, = (=1)* "™ H*o(F) und = o, —m — v, wie man
der Zerlegung

op—m= {m+1...,0,} = {o;: 0;<0,} + {7;: 7;<o0,}

. L P P
entnimmt. Damit ist m+ v+ o, = p (mod 2) und wegen ,o0;= ,7;+ 0, also

P P
m+v+ o = (k—m)+(k-m—-pw+ 7 (mod 2)

und daher w(o,v) = (=)™ u(7).

Sei nun umgekehrt 7 = {m <... < Tx_m_1} gegeken, so dassu(r) einer der
Summandenin (") ist. Bildet man ¢ = 7 U {7;} = {01 <...<op_n} fur ein
7, € {m+ 1...,2k —m — 1} \ 7, soerhalt man o,_1 < k < o, genaudann, wenn
or_1 = 74_1 Oder o, = T; > k, alsogenaudann, wenn 7; > k. Man hat

HTi: k<7Ti<2k—m}| = {k,....,.2k —m =21\ {7, ..., Them_1}| = 1,

also gibt esgenaur vershiedeneMengen o, sodassu(r) = (—1)*""w(co,v) fur ein
v. Ist andererseitsr > 1 und u(7) ein Summandvon "~V alsor,_y < k < 7,_1,
so ergibt sich analogo,_1 < k < o, genaudann, wenn7; < k, und esgibt &k — m —
r + 1 solche Zahlen. Die Summandenw(o,v) auf der linken und die Summanden
(—1)¥=™y(7) auf der rechten Seite von (%) stimmen damit eberein. 0

Beweis von 3.2.1. Fur eineBasis (ey,...,e,) von V bezeitinen e, ® e, mit |o| =
|7| = kund e, ®eg mit || = k—1, |5 = k+ 1, die Elemerte der induzierten Basen
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Vi, N V, Vioi, N Vi ) . .
von |4 V und Vv V. Man entnimmt 3.1.15,dassjeweils das
Bild der Restriktion von P, auf die Unterraume

V, N V,
W, := span{e, ®e,: cUT=p, cNT=¢g} C v v

in den Unterraumen

U,. := span{e, ®ez: aUB= 9, anNf=c} C Viery N Vi,
_ _ ) V., N V,
gnthalterist, und diese Unterraume bilden Zerlegungenvon V V und
k=1 1y in direkte Summen, mit Summation wber alle Vereinigungen
o C {1,...,n} mit |g| = k,...,min{n, 2k} und jeweils alle Schnitte ¢ C o mit
ls| = 2k — |o|. Die Behauptung soll fer die einzelnen Summandengezeigt werden.
Es seialsoein entsprechendesPaar ¢ C ¢ xiert und zur Abk erzung die Restriktion
Pi w,.: Wy — Uy mit P: W — U notiert.

Fer |o| = |s| = kist U = 0und die Behauptung trivial, seialso0 < m := [¢| < k.
Lemma 3.2.2dient nun dazu, fur jedese, ® eg € U explizit ein Urbild unter P in W
zu nden. Seidazu eine geeigneteUmbenenrung e; — v; vorgenommen,so dass
ea®eg = (ViA. . AVE_1)@(VIA. . AV AVEA. . .Avgi_p,) erfullt ist. In der Notation von
3.2.2gilt dann bis auf Vorzeidene, ®eg = +u* ™) dam <7 < ... < Tp_pm1 <k
fur 7= {r1,..., Tk—m—1} nUr mit 7= {m+ 1,... k — 1} erfullt ist. Esist klar, dass
die Vektoren w("), bzw. «("), » = 1...k —m, jeweils linear unabheangig sind, sie
bilden also Basenvon (k — m)-dimensionalenUnterraumen W’ c W und U’ C U.
Die Restriktion P v : W’ — U’ wird durch das Gleichungssystem(x) besdrieben
und beziglich dieserBasendurch die obere Dreiedsmatrix

0 1
1 k—m-1

0
0 1
k—m

dargestellt, deren Determinante (—1)*~™(k — m)! in der vorausgesetztenCharak-
teristik nicht versdhwindet. Insbesondereist P . : W’ — U’ also surjektiv und
eq ® eg € U’ hat ein Urbild in W’. 0

Mit derin 2.3.9(S.30) de nierten partiellen Ordnung < auf 7' , die durch
o<1 <— o, <7, Vi=1l...k

fur o = {01 <...<or}und 7 = {m <...< 7} gegelen ist (s. 2.3.10), folgt aus
3.2.1mit 2.4.9(S.36):

3.2.3 KOROLLAR

Es ist
2
. n n n
dimg ker Py, = k — k1 E+ 1

die Anzahl der Paare (0,7) mit o,7 € | undo <T.
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Es soll nun eine entsprechende Basisvon ker P, konstruiert werden. Dazu seiendie

n

Paare (o, 7) mit 0,7 € | lexikographisth angeordnet,d. h. mit
(0,7) < (0/,7) <= o <o oder (c = ¢ und 7 <7, (3.2.4)

so dass insbesonderesc < ¢’ immer (o,7) < (¢’,7') impliziert (vgl. 2.4.1). Die
folgendeDe nition erweist sich als netzlich.

3.2.5 DEFIWTION\I v
k
Vv

. k Vi, NV . .
Es sei Fy.: V — 1% V die Abbildung mit

(V1 Ao AYE) ® (UkJrl /\X. . A Vgg)

— (Vn) A - A ) © (Ones1) A - A Vnak)
heH;,

fiir vy, ... vo, € V, wobei Hy C &g die von den Transpositionen (i,k+1d),i= 1...k,
erzeugte Untergruppe bezeichnet.

3.2.6 LEMMA
Es S?}. (eq, N 6\7) eine Basis von V und es bezeichne (e, ® e;),, - die induzierte Basis
von RV *V. Fiir o < 7 hat Fr(es ® e;) die Darstellung
X
Frleo ®e;) = 24 Su () @ €r(y)

14

mit Koeffizienten s, € {£1} und paarweise verschiedenen (o(v), 7(v)), wobei e, ® e,
mit Koeffizient 1 vorkommt. Dabei ist ¢ = |q(o,7)| mit

q(o,7) 1= {i: o;= 73}

fir o = {o1<...<og} und 7 = {1 <...<7m}. Es gilt ferner 0 < o(v) und
7(v) < 7 fiir alle v.

Beweis. Man kann die Permutationen aus H;, = ( /2)* als die Teilmengenh C
{1,...,k} auassen, indem man jede Transposition (i,k + i) mit ¢« € {1,... k}
identi ziert. Dann ist
X
File, ®er) = Ch €o(h) @ r(h)»
hc{1,....k}

mit o(h) = (o \{os: i€ h})U{r: i €h}, 7(h) = (+\{m: i €h})U{o;: i € h}
und Koe zien ten ¢;, € {0, 1}, wobei ¢, 7 0 genaudann, wenn |o(h)| = |7(h)| = k.
Dassunter der Voraussetzunge < 7 fer ¢, #Z 0 immer o < o(h) gilt, ist klar, denn
far o(h) = {o] <...<o}und v € h mit 7, = o—L ist © > v und daher ¢/, > 0,
und analog ergibt sich 7(h) < 7 fur alle h. Es gilt genaudann (o (h), 7(h)) = (o, 7),
wenn h C q(o,7), so dassjedenfalls e, ® e, in der Summe 29-mal mit Koe zien t
1 vorkommt. Ist ¢’ = {0} <...<o}} > o gegelen, sogilt ¢’ = h(c) fur genau
diejenigen h, die von der Form h = TU{i: o, > o;} mit i C ¢(o,7) sind, und das
Vorzeichen ¢, hangt nur von ¢’ ab. Damit tritt jeder der Summandenzu einem
gegelenem Paar (o', 7'), dasvon der Form (h(o), h(7)) fur ein h € Hj, ist, 2¢-mal
mit gleichem Vorzeiden in der Summeauf. O
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3.2.7 PROPOSITION N V
Zu einer Basis (e, . .., e,) von V mit induzierter Basis (e,®e€7) s von ky ky
bezeichne Sy den von den Vektoren e, ® e, mit o < T erzeugten Unterraum. Es ist

Fris, Vi, N Vo Py

0 S, _)quVN Vk“v—>0

eine exakte Sequenz. Insbesondere gilt imFy = ker Py.

Beweis. Das Bild von (v A ... Avg) ® (Vgg1 A ... A vgg) unter der Komposition
P o F;, bestelt mit 3.1.15aus k2* durch Hj, x {1,...,k} indizierten Summanden
der Form

2 = (—:I.)i—‘_1 Vp()y N - 'Ldz(z) Ny @ Up(kg1) N A Un2k) A Un) -

Man erhalt far h € H und i € {1,... k} mit b’ = (i, k + 4) - h jeweils

2 + 2, = (_1)i+1 Vp(1) AL @L(z) RRVAN Un(k—1) &
Uh(k+1) VANPIRAN Uh(2k) A\ Vh(4)

T o Upkt1) N AU N oo AURR) A V(i) = 0,

und wegen (i, k + 9)2 = (1) lat sich die ganze Summe zu k2¢~! solchen Paaren
zusammenfassenDaraus folgt imFy C ker Py, und mit 3.2.3 gereigt es nun zu
zeigen,dassdie Restriktion Fj s, injektiv ist. Dies folgt jedoch direkt aus 3.2.6,
da F;, s, beazglich der aus der Ordnung (3.2.4) resultierendenBasen (e, ® e;)q r
und (e, ® er)s<, durch eine Matrix dargestellt wird, deren Zeilen (o,7) mit o < 7
eine untere Dreiedksmatrix mit Potenzenvon 2 in der Diagonale bilden, die alsoin
Charakteristik 7 2 maximalen Rang hat. 0

3.2.8 LEMMA v
Es gilt im Py D W = span{p @9 — 9 ® p: ¢, € kVV}.

Beweis. Mit 3.2.7ist der Annulator von im P} durch (imP;)* = ker Py = imFy,
gegeken, und esgereigt im F;, C W zu zeigen.Es sei die Notation von 3.2.6 uber-

n

nommen,d. h. fear o,7 € ;' und h C {1,... k}ist h(e, ®er) 1= ch o) @erg) Mit
cp, € {0, £1} der zugelprige Summandvon Fy(e, ® e;). Man erhalt

o(h) = (oc\{o;: i€h}) U {r: ieh}

= {o;: i¢hy U (t\{r: i¢h}) = 7(h)

mit h = {3, k} \ h. Analog ist 7(h) = a(h), also h(e, @ e;) = cper(h) @ es(h).
Fur o,9p € " VYV folgt daraus

(Frleo @ ¢r), 0 ®0)

= ch (Coh) @ ern), POV + (ern) ® eun), PRY)
4
= ch (Cotnys P erny, ¥) + (ernys P ) €a(n)s V)
1eh

= <Fk(€0®67),¢®gp>,

57



also (Frle, ®er), o @1 — Y @)= 0und File, ®e,) € W, 0

V.,V
Der Vektorraum W aus 3.2.8 ist isomorph zu 2 kVV, d.h man hat eine exakte
Sequenz

0w — Vrpv N Vipy _>Sym2Vva —0

und esfolgt im Py, = im P} /W,

3.2.9 KOROLLAR
Der quadratische Teil des graduierten Koordinatenrings K[p]/Jy , von &(k,V) ist
der Vektorraum

Vv _
H® 8(k, V), Oy = Sym? *VV /imPy = kerPy .

Insbesondere ist

n n

dimKim?k = E—1 E+ 1 - g ’

die Anzahl der Paare (0,7), o,7 € . ,mit o <7 und o £ 7 (vgl. 2.3.9, S.30, und
2.4.10, S.36).

3.2.10 THEOREM

Zu jeder Basis (e1,...,e,) von V mit induzierter Basis (e}el),<- von SymZVk vV
hat der Unterraum im Py, eine Basis (f.1)y | » mit
X
for = enel — Cv € (1) Cr(v) (o,7€ . ,0l7)

v

mit Koeffizienten ¢,, € , wobei ¢; = 1 und
o(v) <o@) = oAT und oVT = 7(1) <7(V)

sowie o(v) U T(v) = o U T fiir alle v fiir alle v nach geeigneter Sortierung der Sum-
manden.

Beweis. Eswird ZL{Padwst |%inQ/Basisvon im P konstruiert. Mit 3.2.7gilt im P}, =
ker Ff, wobei Ff: "V "VV ) bemglich der Basen (e}, ® e})a<s und
(e ® €X)s durch eine Matrix dargestellt wird, in deren Zeilen (« < 3) die Koe -

zierten +2¢ fur ¢ = |g(a, 3)| der minimalen Darstellung aus 3.2.6 von F (e, ® eg)
stehen.Speziellsteht 27 nach 3.2.6 in jeder Zeile (a < () in der Spalte (o, 7) = («, §),
und wegena < a(v) fer alle Summandens, e, (,) @ eg(,) von Fi(eq @ ep) verstwin-
dendie Eintragein den Spalten (o, 7) < («, ). Die Summandenc, e,(,) ® eg(,y Mit
(a(v), B(v)) # (o, B) und a(v) < B(v) lassensich sdritt weise eliminieren, indem
man jeweils eine Ersetzung

Fr(ea @ eg) «—[cFrlea ®eg) — Fr(eaw) ® egw)) (c,d € geeignet) (%)

vornimmt (Gauss-Elimination). Dabei bleibt die Eigensdaft o < a(v) und g(v) < 8
fur alle Summandens, e,(,) ® eg(,) der Ersetzung erhalten, und in der Ersetzung
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sind alle Koe zien ten durch den Koe zien ten cp 7 0 zum Summandency e, ® eg
teilbar. Normierung ergibt also jeweils eine modi zierte Summe
X
Fi(ea ®eg) = eqa®eg + Cu €a(v) @ €g(y)
1%
mit Koe zienten ¢, € und a < or) £ B(v) < S fur alle v. In der resultierenden
Matrix haben nur noch die Spalten (¢ £ 7) von Null versdiedeneEintr age. Eine
Basis (fo,r),¢, von kerFj ist somit durch Koe zien tenvektoren v, , fer o £ T
gegelen, wobei

8
> 1, falls (a,f) = (o,7),
Vo r(a, B) = S G falls o < g und ce, ® e, €in Summandin Fj(e, ® eg) ist,
0 sonst.

Insbesonderegilt alsoa < o und 7 < 3 fur v, (o, B) 7 0. In der Notation von 3.2.6
ist au erdem

hoAT) = (e AT\ {min(o;,7): i € h}) U{max(o;,7;): i € h} = o

fur alle h C {1,...;k} mit h = RU{i: o, > 7}, B C q(o,7), erfullt, und (o, 7)
geht dann aus (o A 7,0 V 7) durch Austausch der durch h indizierten Elemerte
ohneUmsortierung hervor. In der SummeF (e rr ® ey, tritt daher der Summand
ce, ® e Mit Koezient ¢ = 27 auf, und er bleibt wahrend der Elimination (x)
erhalten, dawederoc A7 < o < o noch 7 < g < o VvV 7 fur ein Paar («, 8) in Frage
kommt. Daraus folgt v, (0 A 7,0V T) = —1.
Unter der mit 3.2.8 de nierten Quotientenabbildung ker F; = imP;  im Py

bleiben nun die durch v, , de nierten Summen

X X

ﬁ;,T = UO’,T(a7 5) 6:; ® 62 = 6; b2y eikr - Cy 6;;(,/) X e;k.(y)

a,B v
fur o < 7 unverandert erhalten, denn wegeno(v) < o und 7 < 7(v) fur alle v kann
savohl e} ) @ e, alsauch e7 ) @e7, ) nur fur 7 < o in der Summe vorkommen.
Dawegeno(v) < o AT < oVT < 7(v) jeweils genauein Summandec, e, (v)* @ e (v)*
mit o £ 7 vorkommt, sind die Bilder der f; , fur o < 7 in im Py, linear unabhangig
und bilden mit 3.2.9 eine Basis mit den geforderten Eigensdaften. O

3.2.11 BEISPIEL
Fer £ = 2 beredinet man

L = n
dmimPy = 1 -
und die } Polynome aus 3.1.5(S.49),

DijPvp — DPivPju t Dipljvs

bilden die Basis 3.2.10 von im P, wobei iu £ jv mit ij < iv = ip A jv und
inViv= ju<vpfarl<i<j<v<upu<n.
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3.2.12 BEMERKUNG
Feur n < 8 beobadtet man, dassalle Koe zien ten in den Polynomen f, . € Gy,
von der Form +1 sind. Man erhalt aber beispielsveisefur £ = 4 und n = 8:

f 1458,2367 = P1458P2367 — P1357D2468 T P1356P2478 T P1347D2568 — P1346P2578
+ P1345D2678 T P1257P3468 — P1256P3478 — P1247P3568 T P1246P3578
—P1245P3678 T P1237P4568 — P1236P4578 + 2P1235P4678 — 2D1234P5678-

Wie in 2.3 bemerkt wurde, hat die in 2.4.3 (S.33) de nierte graduierte umgekehrt
lexikographisdie Ordnung >4, als Termordnung auf K[p] die Eigensthaft, dassfer
o L7 immer

PoDr >dp PsnrPovr

gilt. Nun folgt aus3.2.10zusammenmit 3.1.14,dassfur das Initialmonom ing,(f) =
p" einesPolynoms f € J; , immer ein Paar o L 7 € supp(u) existiert, woraus

indp(jk,n) = <p0p7-: UJ—T>

folgt. Da ferner der Term p,p, mit o L7 in f,, mit Koe zient 1 vorkommt und
o(v) < 7(v) fur alle anderen Terme c, p,(,)p-() 9ilt, ist die K-Vektorraum-Basis
3.2.10zugleith einereduzierte Grebner-Basis,wie siein 2.4.2(S.33) de niert wurde.

3.2.13 KOROLLAR
Die Menge
Gk = {for: oL}

mit den in 3.2.10 definierten homogenen quadratischen Polynomen f,, € K[p] ist
die reduzierte Grobner-Basis des Pliicker-Ideals Jy, ,, beziiglich > g,.

Insbesonderast ein Monom genaudann ein Standardmonom, alsonicht in in ,(Jy )
erthalten, wenn der Support eine Kette in der partiellen Ordnung < bildet.

3.2.14 KOROLLAR
Die Polynome der Form

deto-(l) detg(t) S K[t] (O'(l) é S U(t) € Z ) t € )

bilden eine K-Vektorraum-Basis der von den k-Minoren in K[t] erzeugten Pliicker-
Algebra Og ) (6(k, n)).

3.3 Pliicker-Relationen in der Darstellungstheorie

Es sollen hier noch die Ergebnisseaus 3.2 fur K = und V = ™ aus Sicht der
Darstellungsthep/rie b?\tlragﬂet werden. Dabei stellt sich heraus, dass der Vektor-
raum kerP, ¢ *V ky (s. 3.1.13,S.51), dessenDualraum der quadratische
Teil deshomogenenKoordinatenrings der Grassmannsben ist (s. 3.2.9, S.58), eine
irreduzible Darstellung der allgemeinenlinearen Gruppe GL,,  bildet. Als Referenz
zu Begri en der Darstellungstheorie dienen [FH91] und [Ful97].

Es sei eine naterliche Zahl d > 0 xiert. Wie in 2.6 bereits in anderem Zusam-
menhang erwahnt wurde, assoziiert man zu einer Partition A = (A1 > ... > \;)
vond = A + ...+ A\, ein Young-Diagramm, also eine eine Tabelle von d Zellen
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in m Zeilen, so dassin der i-ten Zeile von oben geanhlt linksseitig ausgerititet \;
Zellen stehen.Die Zellen desYoung-Diagramms A indizieren die d Kopien von V' im
kartesisden Produkt V** := V x ... x V. Die folgende De nition ist [Ful97](8.1)
ertnommen.

3.3.1 DEFINITION
Es sei ein  -Vektorraum U und eine -multilineare Abbildung ¢: V>** — U mit
folgenden FEigenschaften gegeben:

(1) o ist alternierend in den Eintrdgen jeder Spalte von X, d.h. es ist p(v) = O fiir
v = (v1,...,v4), sobald v; = v; fiir ein Paar ¢ ¥ j, mit ¢ und j in der selben
Spalte von A.

(2) Fiir v e V> gilt stets p(v) = P ©(w), mit Summation iiber alle w € V>*,
die man aus v erhilt, indem man zwei Spalten in A wéahlt und alle Eintrége
der ersten Spalte mit den Eintrdgen einer festen Teilmenge der zweiten Spalte
austauscht.

Der Schur-Modul zur Partition A ist der eindeutig bestimmte -Vektorraum 'V,
mit der universellen Figenschaft, dass zu U, ¢ wie oben eine multilineare Abbildung
A VA — 'V und ein eindeutig bestimmter -Vektorraum-Homomorphismus
@: AV — U existiert, so dass A die Bedingumngen (1) und (2) erfiillt und ¢ = @o)
gilt.

Der Schur-Modul ist eine Verallgemeinerungdes symmetrischen und des alternie-
renden Produkts. Fuer das einzeilige Diagramm A = (d) ist Bedingung (1) aus 3.3.1
hinfellig, wahrend (2) dann bedeutet, dassalle Eintr age kapgnmutieren. Man erhalt
also 5V = Sym?V und umgekehrt auch 1.0V = 1y fur das einspalti-
ge Diagramm X\ = (1,...,1). Der folgende Satz ist fundamertal und wird z.B. in
[Ful97](8.2, Th.2) bewiesen.

3.3.2 PROPOSITION
Hat A\ héchstens n Zeilen, so ist V eine irreduzible Darstellung von GL,, und
alle irreduziblen polynomialen Darstellungen' von GL, sind von dieser Form.

Eine explizite Einbettung ,V — N 4V ist durch die folgende Konstruktion gege-
ben, die hier aus[FH91] (Lec.6) zitiert wird. Dazu sei A mit einer festenNummerie-
rung durch 1...d versehen,so dasseine Identi k ation &; = &(\) gegelen ist. Die
Gruppenalgebra zu &4 ist der freie Vektorraum  [S4] mit Basis {ex }res,, auf dem
die Multllﬁ)lik ation erez = ez de niert ist. Die (rechtsseitige) Grupp enwirkung von
Sqgauf 1V, diedurch (11 ®...®vy) .7 = Ur(y@ -+ @ Un(a) GeQelen ist, macht
die Elemente aus [&,4] zu Endomorphismen auf dy,

3.3.3 LEMMA

Es bezeichne Ry die Unterguppe in G4, die aus denjenigen Permutationen besteht,
welche die Zeilen in A erhalten (also Ry = &y, x...x&,, ), und Cy die Untergruppe
derjenigen Permutationen, welche die Spalten erhalten. Es sei ay,by,cy € [S4] mit

'Eine Darstellung p: GL, — GL(W) heifit polynomial, wenn sie nach Wahl einer Basis von
W = ¥ durch N? Polynome (in n? Variablen) gegeben ist.
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X X
ay .= er, by = sgn(r) ex
TER) welCy

undﬁA ‘= ay - by. Der Schur-Modul 'V ist das Bild von ¢y als Endomorphismus
auf V.

3.3.4 THEOREM v N V
Der Vektorraum kerP, "V Py (s. 3.1.13, S.51) ist fiir V.= ™ der Schur-
Modul 'V zur Partition A\: 2k = 2+ ...+ 2.

Beweis. Es seidie erste Spalte im Diagramm A = (2,...,2) von oben nach unten
mit 1...% und die zweite Spalte mit £+ 1...2k nummeriert:

1 |k+1

2 | k+t2

Mit Cy\ = &({1,...,k}) x 8({k+ 1,...,2k}) entsprechend 3.3.3 erhalt man b, als

Einbettung

(Vi Ao AVE) @ (Vg1 A oo AUgg) — SGN(T) Vr(1) @ -+ - @ Vr(2k)-
meCly

V N V
Daherist ,V = im(a, o b,) als Unterraum von  * Vv ¥V dasBild von a =
Fy, da Ry = Hj; von den Transpositionen (i, k + i) fur ¢ = 1...k erzeugtwird (s.
3.2.5,S.56). Die Behauptung folgt alsoaus 3.2.7. 0

3.3.5 BEMERKUNG N v L
Als Verallgemeinerungder ZerlegungV’ V= 2%y Sym? V liefert die Formel
von Pieri (s. [FH91], 15.25) die Zerlegung

V, NV L
kv v TR eV (3.3.6)

wobei die Diagramme A(¢) aus dem Diagramm zur Partition k= 1+ ...+ 1 durch
Hinzufegen von & Zellen hervorgehen,und zwar so, dass keine zwei Zellen in der
selben Zeile angekigt werden. Es ist also \(7) = (2,...,2,1,...,1) mit ¢ 2en. Fur
k = 2 ist beispielsweise

Vo, N Vo oV L (2,1,1>VL her Py: H@,H:E@@j@g

Die Diagramme A(¢) mit ¢ < k sind dabei geradediejenigen, die aus dem Diagramm
zur Partition £ —1= 1+ ...+ 1 durch Hinzufugenvon k + 1 Zellen nach der selben
Regelhervorgehen,so dassanstelle von 3.3.6 tatsachlich

V, NV Vv N V L
% Fy = Ty My ker Py,

gestirieben werden kann, was fur den Fall K= also bereits die Surjektivit at von
P, impliziert, die mit 3.2.1allgemeinergezeigtwurde.
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3.4 Die flache Deformation der Grassmannschen

Es soll nun, unter Verwendung der Ergebnisseaus 2.4 und 3.2, die Degenerationder
Grassmannsben &(k, n) zur Torischen Varietat X (k,n) als flache Deformation im
Sinne der Deformationstheorie besdirieben werden.

Es werden zunadst kurz die bisherigen Beobahtungen zusammengefasstin
1.2.10(S.14) wurde das Pleucker-ldeal

Jkn = ker p, — det,
und in 2.1.1(S.22) dastorische Ideal
Iyn = ker p, — do

mit Diagonal-Monomend,, de niert, wobei sich die Determinante det, mit der Leib-
nizformel als Summe X
det, = sgn(m) w.d,

TES i
von permutierten Diagonal-Monomensdreiben lasst. In 2.3.9(S.30) wurde ein dis-
tributiv er Verband auf der Indexmenge ;' de niert, und eswurde in 2.4.5(S.34)
gezeigt,dassy, , von den Binomen der Form

PoPr — PonrPovVts (3.4.2)

n

indiziert durch die Paareo, 7 € & mit 7 < o und o 7§ T, erzeugtwird, wahrend in
3.2.10und 3.2.13nun gezeigtwurde, dassJ;, ,, das Erzeugnisvon genausaindizierten

homogenenquadratischen Polynomen der Form
X

PoDr — DonrPovr T Cv Po(v)Pr(v) (342)

v

ist, wobei die Koe izienten ¢, aus sind und die Indizeeso(v) und 7(v) die Eigen-
sthaft haben, dasso(v) < o A7 und 7(v) > o V7, sawie o(v) UT(v) = o UT, fur alle
v gilt.

Insbsondereliefert die K-Vektorraum-Basis der Plecker-Algebra K[p]/J; ,, aus
Standardmonomen(s. 3.2.14) o ensichtliche K-Vektorraum-lsomorphismen

HO(Qj(kvn)a OG(k,n)(m)) = HO(X(]{J,TL), OX(k,n)(m))

fur alle m €

3.4.3 KOROLLAR
Die projektiven Varietédten &(k,n) und X (k,n) haben das selbe Hilbert-Polynom

n

h(m) = (0(1)7"'7U(m)): O'(l)g...SO'(m) SN (me ).

Insbesondere ist das (k(n — k))!-fache des Leitkoeffizienten,

¥ (ki)

i (n —a)l’

deg®(k,n) = k(n—k) !

auch der Grad der Grassmannschen (s. 2.6.1, S.44)
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3.4.4 BEMERKUNG
Die aus 3.4.1, bzw. 3.4.2, resultiernede Darstellung
X
v = ) (0 # ¢, € K, u Standardmonomg

u

eines Nicht-Standardmonoms v aus einer Summe von Standardmonomenmit den
hier gegelenenEigenstaften ist bekannt als sogenante straightening relation, Wo-
bei in diesemZusammenhangder aus der Theorie der Grebner-Basenbekannte Be-
gri  Standardmonom aus einer partiellen Ordnung heraus de niert wird, die auf
Erzeugernder zugrundeliegendenAlgebra gegelen ist (vgl. [BH93], 7.1).

Der Begri einer flachen Familie von Algebren oder Vaietaten wird ausfuhrlich in

[Eis94(Ch.6) diskutiert. Eine Famile von Varietaten bestett ausdenFaserny—!({b})
eber den Punkten b € B zu einem Morphismus ¢: X — B von Varietaten. Eine
solche Familie heit ach, wenn zu jedem Punkt x € X eineane UmgebungU
von z und eine ane Umgebung V' von o(x) existiert, so dassy eine Restriktion

U — V induziert und der Koordinatenring S = Oy (U) ach als Oy (V)-Modul!
ist, wobei S durch den induzierten Homomorphismus von Koordinatenringen zu
einer Oy (V)-Algebra wird. Insbesonderebezeitinet man eine Varietat Y als flache
Deformation oder Degeneration einer Varietat X in der speziellen Situation, dass
die Koordinatenringe durch Ox(X) = S/I und Oy (Y) = S/f far S = K[z, ..., z,]
und Ideale I, I ¢ S gegeten sind, sodassfur ein Ideal J in S[¢] die K-Algebra S[e/J
ach als K[t]-Modul ist und

SIE1/T @y KIt, e = S/, ()

sowvie
Sit/J @y Kt/ () = S/1. ()

Das bedeutet, man hat eine ache Familie p: " — 1 so dassdie allgemeine
Faser wber jedem Punkt 0 # u € K isomorph zu X ist, wahrend Y die spezielle
Faser wber 0 bildet. Die Flachheit garartiert dabei, dass gewisseKonstanten wie
Dimension und Grad bei der Deformation erhalten bleiben.

Beispielsweiseerhalt man zu einer Termordnung > auf S die Grébner-Degeneration
von X bzgl. >, indem man das Initialideal in~ (7) fur £ nimmt (s. 2.4.2, S.33). Dies
ist ein Spezialfall der folgenden Standard-Konstruktion einer ac hen Deformation,
die [Eis94](Th.15.17) entnommen ist.

3.4.5 LEMMA
Es sei S = K[x] = K[x1,...,x.]. Eine Gewichtsfunktion \: " —  definiert eine
partielle Ordnung > auf der Menge der Monome in S. Fiir g € S sei

g = thg tANE) A e e gy,

wobei b den maximalen Wert aller A(u) zu den an g beteiligten Exponentenu € "

bezeichnet und X\ abkiirzend als Funktion von Monomen notiert ist. Weiter sei in x(g)
die Summe der Terme in g, deren Exponent bzgl. > maximal ist. Fiir ein Ideal I C S

'Bin Modul M iiber einem Ring R heiBt flach, wenn fiir jede Inklusion N’ C N von R-Moduln
die induzierte Abbildung M ®r N’ — M ®gr N ebenfalls eine Inklusion ist.
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sei iny(I) = (inx(g): g € I) das Initialideal, und es sei I" das Ideal (g: g € I) in
St

Dann ist S[t]/T flach als K[t]-Modul und es sind () und (**) mit J = I und
I = in\(I) erfiillt, d.h. S[t]/T ist eine flache Familie iiber K[t] mit spezieller Faser
S/iny(I) und allgemeiner Faser S/I.

Man hat also ¢ = iny(g) + t¢’ mit ¢ € S[t], und um aus 3.4.5 Die Grebner-
Degeneration zu erhalten, stellt man die gegekene Termordnung > durch einen
Gewidchtsvektor dar, sodassin (1) = in< (1) qilt.

Eine geeignete Gewictsfunktion, mit der man X(k,n) als Degenaration der
Grassmannsben &(k,n) erhalt, wird explizit bei [GL96](Th.5.2) angegelen und
hier zitiert.

3.4.6 THEOREM

Die Torische Varietdt X(k,n) ist eine Degeneration der Grassmannschen &(k,n)
i.S.v. 3.4.5.

Beweis. Man wahle eine feste nateirliche Zahl N > n. Die N-adische Darstellung

Xk A
N, := I\
=1

vono = {01 <...< oy} deniert die Gewidctsfunktion

X
A () — L u= (ue)e — Mu) = —  u,N,.
g
Zu zeigenist, dassfer die Erzeuger
X
fU,T = DPoPr — PorrPovr T Cv Do (v)Pr(v) (JJ—T € Z)

v

der Plucker-ldeals J; ,, (s. 3.4.2) stets iny(fs,7) = PoPr — PorrPovr Qilt. ZU o =
{or<...<oppund 7= {n<...<7m}phatmanoVvr= {m <...<my} und
oANT={ny <...<ng} mit m; = max{o;, 7} und n; = min {o;, 7;} far i = 1... k
(s. 2.3.10,S.31). Also gilt jedenfalls N, + N = Nypr + Nyyr. Seinun o(v) = a =
{ag <...<aptund 7(v) = = {f <...< B} fur ein v in der Darstellung von
for- Also gilt oV 7 < 3, und ist s die kleinste Zahl s € {1,...,k} mit 85 > mg, SO
folgt wegena < o A7 und aUfB = cU7T nun o; = n; fur ¢ = 1...s. Damit gilt
agt+ By >mg+ ng= o5+ 75, alISON, + Ng > Ny + N-. n
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